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a; Zur Theorie der Querruder. 
NgS- Von A. BETZ und E. PETERSOHN in Göttingen. 
iden .. r un . 
FR (Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 
u ei dem Versuch, die Wirkung von Querrudern (Verwindungsklappen) theoretisch zu 
und behandeln, ergibt sich eine Schwierigkeit dadurch, daß die Querruder an irgend | 
nte- | einer Stelle des Flügels unstetig beginnen. Da eine Verstellung des (Querruders 
ara- an einem Profil ebenso wirkt, wie eine Vergrößerung oder Verkleinerung des Anstellwinkels, 
hen- verhält sich ein Flügel mit betätigtem Querruder so wie ein Flügel mit unstetig veränder- 
uck | ichem Anstellwinkel. Durch die Tragflügeltheorie ist aber bekannt, daß sich der Auf- 
die | trieb an einer solchen Stelle mit unstetiger Anstellwinkeländerung sicher nicht unstetig 
ändert. Es tritt daher die Frage auf, wie der Uebergang der Auftriebsverteilung an einer 
Dex! solchen Stelle verläuft, da ja die Wirkung des (Querruders, nämlich das erzeugte Moment 
dtl ım die Längsachse, wesentlich von dieser Verteilung abhängt 
e in Um diese Frage der Auftriebsverteilung bei unstetieer Anustellwinkeländerung zu- 
HR a g 
ıcht nächst unabhängig von anderen Einflüssen, insbesondere denen der Flügelenden, zu klären, 
aus soll für die folgende theoretische Betrachtung ein Flügel von unendlicher Spannweite und 
tial- onstanter Flügeltiefe, der an einer Stelle eine unstetige Anstellwinkeländerung aufweist, 
lazu zugrunde gelegt werden '),. Mit Rücksicht auf die mathematische Behandlung werden wir 
ung u. - nn . . . . . . r 
gm unächst einen Flügel mit periodisch sich wiederholender unstetiger Anstellwinkeländerung 
Ya I) Die Anwendung der Ergebnisse auf Flügel mit endlicher Spannweite ist in dem Artikel: 
u Petersohn, Theoretische und experimentelle Untersuchungen der unter Einwirkung von Querrudern 
etzt. ı Tragflügeln auftretenden Momente, Luftfahrtforschung Bd. 2 Heft 2, behandelt. 


Eine andere Bearbeitung erfuhr das Querruderproblem durch M.M. Munk (Report 191 des 
ational Advisory Committee for Aeronauties, Washington 1924), wobei ein Flügel mit elliptischem 
ınriß zugrunde gelegt wurde. 

Während des Druckes dieses Artikels erschien eine weitere Arbeit über diesen Gegenstand: 
Wieselsberger, Theoretische Untersuchungen über die Querruderwirkung beim Tragflügel (Report 
'. 30 of the aeronautical Research Institute, Tokyo Imperial University). Darin wird die Auftriebs- 
rteilung über einen Flögel von endlicher Gliederzahl (es wurden 8 Glieder benützt) nüäherungsweise 
rgestellt, 
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behandeln (Abb. 1 oben). Am Schlusse können wir dann die Periode > © wachsen lasseı 
und erhalten dann das gewünschte Ergebnis für einen unendlich langen Flügel mit eine 
einzigen Unstetigkeitsstelle. Die Behandlung des periodisch veränderlichen Flügels biete 
den Vorteil, daß man die in Frage kommenden Funktionen in Fourierreihen darstelle: 
kann, was gerade im vorliegenden Falle besonders einfache Zusammenhänge ergibt. 
Wir wollen zur Darstellung der Auftriebsvertei 





— gen —— lung die Zirkulation /' in Abhängigkeit von der Ent 
—  — .— fernung x von der Unstetigkeitsstelle suchen. Zwische:ı 
ii u — der Zirkulation /' und dem Auitrieb pro Längeneinhei! 
£ X; da . . . 
& N besteht bekanntlich die Beziehung 
T 1 dx 
1 e 
Le - da , 
L a —=0ÜU I : . . . . (1), 
Na Acf- wobei o die Luftdichte und v Fluggeschwindigkeit be 
Be 1 r- deuten. Demgemäß ist die Auftriebsziffer an der be 
>: | A ,»  trefienden Stelle 
p’ ‘ Y 
| Ä | dä 21 
. (= — —_ Er 2 
IRAa62 21 re (0/2) v-.t-dx vt ( ) 
Abb. 1. wobei ? die Flügeltiefe bedeutet. 


Die Auftriebsziffier eines Profiles in ungestörter 
(ebener) Strömung können wir mit hinreichender Genauigkeit in linearer Abhängigkeit 
vom Anstellwinkel « annehmen '): 


C=c (dt — %) EEE TE a nr von 
1 1G 1 a 
Dabei ist "PO P..2... EEE EEE 
da 
eine dem Profil eigentümliche Konstante. (Für ebene Platten ist der theoretische Wert 
c— 27, für diekere Profile ist der theoretische Wert etwas größer; die wirklichen Werte 


sind etwas kleiner als die theoretischen. ) 
Auf (irund der obigen Gl. (2) und (3) erhalten wir die Beziehung zwischen /'und « 

’ vt ’ 
!—=c un ra, DE BE | 


/9 


wobei «, der Anstellwinkel ist, bei dem  „=0 ist. An dem Flügel möge sich der An- 
stellwinkel unstetig von «&, auf « ändern (Abb. 1 oben). Die diesen Anstellwinkeln bei 


ungestörter Strömung (d.i. bei einem unendlich langen Flügel mit konstantem Anstell 
winkel) entsprechenden Zirkulationen sind dann 


2) Ii® ” t 
N =c 4 (a —%) . . (6) und I; =c - (a — %) - . (7). 


An der Unstetigkeitsstelle wird aus Symmetriegründen eine mittlere Zirkulation Ans 


herrschen. Von da aus wird sich die Zirkulation asymptotisch den Werten /\ auf der 
einen und /5 auf der anderen Seite nähern. Wir werden daher ansetzen können 
, MT +19 f 'R ; 
Im En are ae teene  A 


) \ 
- 


wobei & eine zunächst noch unbekannte Funktion von x ist. Unsere Aufgabe ist, die 
Funktion & (x) zu bestimmen. 

Der Gang der Rechnung ist folgender: Wir entwickeln « in eine Fourierreihe 
und setzen /' ebenfalls in Form einer Fourierreihe mit zurächst unbekannten Koeffi- 
zienten an. Aus dieser Verteilung von /' kann man nach den bekannten Verfahren der 
Tragflügeltheorie die lotrechten Störungsgeschwindigkeiten w am Flügel berechnen, welche 


eine Aenderung des wirksamen Anstellwinkels um den Betrag 


Jt=— u u . r i . ’ ° . i 6 . (9) 
u 
bewirken, so daß der wirksame Anstellwinkel 


1} (ZH 
& == U — 

v 

') Das trifft natürlich nicht mehr zu, wenn man sich dem Abreißpunkt nähert oder gar wen! 


die Strömung bereits abgerissen ist, 
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' Aus diesem wirksamen Anstellwinkel berechnet sich gemäß GI]. (5) die Zirkulation 
n jeder Stelle x des Flügels. Da alle Funktionen in Form von Fourierreihen dargestellt 
varen, so ergibt sich auch die so errechnete Zirkulationsverteilung in Form einer Fou- 
ierreihe. Durch Vergleich derselben mit der ursprünglich angenommenen Verteilung 
er Zirkulation lassen sich die noch unbestimmten Koeffizienten dieser Reihe ermitteln. 

Die Reihe für den unstetig sich ändernden Anstellwinkel lautet (vergl. z. B. Hütte, 

‚ Aufl., I. Bd., S. 169): 


a + as a — a2 


Ds) 


et WER | 7 We WE * 
- —. (sin + sin 3 —+ _ sind a en (10). 


_ - ‘ « «) 


KG == 


ir die Verteilung von / setzen wir an 


; IN, +T7 I! rn RE 
I!= = + —  — 
‚us der Verteilung von /' ergibt sich nach den bekannten Berechnungsverfahren der 
[ragflügeltheorie die Störungsgeschwindigkeit w an einer Stelle des Flügels im Abstand xı 


von der Unstetigkeitsstelle zu 


. 2: a 5 
—+- 43 sin 3 ta sin d +): (11). 


7% 

FR 1 | 
= 8 re ee 

an) Oz z—aı 

OR 
Aus dem Ansatz von /' gemäß Gl. (11) ergibt sich ') hiernach 
n-nE 7 . 2a j 
w == FE atınıı) (2 n + 1) sin (2 nt 1) . . . e (13). 
2 0 21 l 


)a diese Rechnung natürlich nicht nur für einen bestimmten Abstand, sondern für jeden 
beliebigen Abstand xı gilt, so können wir den Index 1 weglassen, und Gl. (13) stellt dann 
allgemein die Abhängigkeit der Störungsgeschwindigkeit ı vom Abstand x von der Un- 
stetirkeitsstelle dar. 

Nunmehr können wir den wirksamen Anstellwinkel «@ —:« — w/v als Funktion von & 
anschreiben und daraus die Zirkulation /’ berechnen: 


, vt w vt|iaı + da a —as 4 = 1 R Inne 
T!=c (« — io — ")=e — u +- eh sin (2n-+ 1) 
2 V® 2 2 2 To 2n+1 l 
t !' - 'R un 7T . \ 2 nz F 
-— f Mel. Zaanın (2 n + 1) sın (2 n—+ 1) ; . i i . . ; . (14). 
2 2 0 21 I 


Berücksichtigt man, daß gemäß Gl. (6) und (7) 
vt/aı + az 7’, +13 vt ah — ag N, N, 
e— ( —_ «) = und e—. = 
2 2 2 
st, so ergibt sich durch Vergleich der letzten Gleichung mit der ursprünglichen Gleichung 
tür 7' |Gl. (11)] folgende Beziehung 


2} y, 


X 


N—Nn% . 2ına 
| — I aan+ı)sin (2n-+ 1) 
35 ! 
N„- nn %& 4 et 7T ° 22 ” 
—_ _! = en — — W2n+ı)° (@n +1) |sin en +1) + 9 2 EEE 
2 oLr(2n+1]) 2 21 I 


Da die Koeffizienten entsprechender Glieder der beiden Fourierreihen gleich sein müssen, 
'rhalten wir für die Koeffizienten @a(a„+1) des ursprünglichen Ansatzes für / die Beziehung 


4 etn N 1 


In. I) — An (2 n—+]1 a9 ‚= . 16). 
d ı(2n+]1) 41 un+l + E REM t(2n+]) et ( ) 
1 + (2n+1) 
4l 

Vir erhalten daher für die gesuchte Funktion & in Gl. (8) 

> 4 ä »Ire 

e— 2! | sin(2n-+ 1) , \ 
0 etn l 
ı(2n+1)[1+  @r+ N) 


I) 1. Prandtl, Tragflügeltheorie 1. Mitteilung. Nachr. der K. Gesellsch. d. Wissensch, zu Göt- 
ingen, 1918. Neudruck in Prandtl-Betz, Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik, 
Öttingen 1927 (Auslieferung durch J. Springer, Berlin). Unter Nr. 14 ist dort gezeigt, daß eine Zirku- 


u n 
tionsverteilung /'—= /’cos ur eine Störungsgeschwindigkeit w lcosur= I’ ergibt. 
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Damit haben wir die Aufgabe für periodisch abwechselnde Aenderung der Anstell 
winkel gelöst. Um dieses Ergebnis für den Fall einer einzigen Unstetigkeitsstelle umzu 
formen, müssen wir noch die Periode !—- © wachsen lassen. Für sehr große Werte von 
und kleine Werte von x nähern sich in obiger Reihe alle Glieder mit niedrigem n gegen 
Null. Für große n kann man aber, da n und »—+ 1 nur wenig verschieden sind, die 3 
durch ein Integral ersetzen, indem man anstatt der ganzen Zahlen n eine stetige sich 
ändernde Größe 4 einführt, so ddß 2n+1=—= 24 wird. Die Reihe |Gl. (17)] geht dann 
über in 
Ä ze | sin2Au di (ı8), 
ei 7T 2,(1+2vA) 
| ET | Ö 
| Ir Fe —__. wobei zur Abkürzung 

| | l 


' + + + + + + 4 und 
etn / 
/ date ana u wo — re 


tl 


gesetzt ist. Dieses Integral läßt sich auf 
die bekannten Funktionen!) Integralsinus 





a2}} Tu: IN: 'ZUUeE TIER (mE Marc: Baal SE SEE Dal er ie sin z 

l | | Sıı= dz . (21) 

LI | v0) 

FE 
- u a u Hr und Integralcosinus 
R 
o ä cos 2 

Abb. 2 Cis= | dz (22) 


zurückführen. 
Durch Partialbruchzerlegung läßt sich nämlich das Integral der Gl. (18) umformen in 


FH R 


I 
”  gin?/u "sin?2/iu vsin2/u 
| -di= ei Far 
J 2All+2vA 2, 1 +2rA 
() 0 0 


Das erste dieser beiden Integrale rechts wird durch Einsetzen von 2A u=z 


S- 


1 " sinz nt ? 
| dz—= + r ) 


2 n ’ 
- 2 


a - u u 
das zweite wird dureh Einsetzen von (1+2r))=y 
5 


| ur co dy 1 u 7T . MU Br 2 > 
‚ | (eos - sin y— sin cos y) = _- 008 (+ -—— #8: )-+ , sin - 0i- ) 
B» ' y y Yy 2 v 2 v : , 


: . u 8x E 
Demnach erhalten wir, wenn wir noch — = (Gl. (19) und (20)] einsetzen 
v C 


2, nr 7t 8 = Be „-82 35.53 
ge m EZ — FF — 008 —+- c08 SS‘ — sin Ci — 
zT 2 2 ct et ct et ct 


2.8 .8« 8. g 2 
=(+1— sin Ci 7) — cos -(#21- si). 
7U ct et ct 7T et 
Der Verlauf der Funktion & für positive & ist in Abb. 2 dargestellt. Für negative x 
ergibt sieh die gleiche Kurve nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. 
Für große Werte von x läßt sich die Funktion € (x) durch die halbkonvergente 


Reihe ’) 


e— t1— 1-43 +4.) 


7T 


) E.Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig B. G. Teub 
ner 1923. 
) Das positive Vorzeichen gilt für positive « bzw. x, das negative Vorzeichen für negative u bzw. 
Die Reihe Ist nur soweit zu verwenden, als die Glieder abnehmen. 
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. .. ı . y.. * * * 
arstellen, wobei zur Abkürzung 2: gesetzt ist. Für kleine Werte von x wird die 
c 


ınktion durch den Ausdruck 


9 
e= - (1—-C—Inz)z 


IT 


wiedergegeben (für z< 1), wobei C die Eulersche Konstante —= 0,577 bedeutet. 862 


Beitrag zur Theorie der Kreiselpumpen. 
Von JOSEPH LICHTENSTEIN in Elizabeth, N. J.'). 


ei der Berechnung von Zentrifugalpumpen benutzt die Praxis wohl allgemein noch die 
8. klassische eindimensionale Theorie, die eine reibungslose wirbelfreie Flüssigkeit 

voraussetzt, welche durch ein Schaufelrad mit unendlich vielen Schaufeln hindurch- 
iließt. Es ist klar, daß die Voraussagen dieser Theorie mit der Wirklichkeit nicht gut 
übereinstimmen können, wo wir eine mit Reibung und Wirbeln behaftete Flüssigkeit haben, 
die durch ein Rad mit einer sehr geringen Zahl von Schaufeln fließt. Gewiß sind Theorien 
vorhanden, die sich mehr der wirklichen Konstruktion der Pampe anpassen. Prof. Lorenz 
hat eine zweidimensionale Theorie entwickelt (Neue Theorie und Berechnung der Schaufel- 
räder) und Prof. Präsil eine dreidimensionale Theorie (Ueber Flüssigkeitsbewegungen in 
Rotationshohlräumen. Schweizerische Bauzeitung 1923). Und doch dürften bei der Be- 
rechnung von Zentrifugalpumpen diese Theorien keine große Rolle spielen. Nicht nur, 
weil sie komplizierter sind. Aber auch sie haben eine wirbelfreie reibungslose Flüssig- 
keit zur Voraussetzung, so daß auch deren Resultate mit der Erfahrung nicht ganz über- 
einstimmen können. Dazu kommt noch, daß diese Theorien spezielle Laufradprofile 
voraussetzen und so den Konstrukteur in seinen Entwürfen außerordentlich einschränken. 
Es scheint also besser, die so einfache und in ihrem Wesen ganz allgemeine eindimensionale 
Theorie beizubehalten, die in der Ilauptsache doch ganz korrekt den Verlauf der Gesetze 
beschreibt, durch die die Kreiselpumpen beherrscht werden. Nur werden wir ihre 
numerischen Resultate korrigieren müssen durch Faktoren, welche Theorie und Praxis 
in Uebereinstimmung zu bringen haben werden. Diese Faktoren können wir natürlich 
nur durch den Versuch bestimmen. Aber eine direkte Messung ist wohl im, allgemeinen 
sehr schwierig, auch wenn dem Pumpeningenieur in seinem Versuchslokale eine bessere 
Ausrüstung an Meßinpstrumenten zur Verfügung stehen würde, als üblicherweise der.Fall 
ist. Und so müssen wir zu indirekten Methoden greifen und vor allem dasjenige Versuchs- 
material heranziehen, das der Pumpenbau in so großem Maße besitzt, und dies sind die 
üblichen Drosselkurven und Leistungskurven der ausgeführten und durchprobierten Maschinen. 


1. Die Korrekturfaktoren. Zwei Werte können immer in Uebereinstimmung 
gebracht werden, wenn wir den einen mit einem numerischen Faktor multiplizieren. Wir 
wollen jedoch, daß unsere Faktoren mehr sind als bloße numerische Zahlen. Wir wollen, 
daß diese Faktoren physikalische Realitäten darstellen, die die wirklichen Gründe aus- 
drücken für die Differenz zwischen Theorie und Erfahrung. Nur dann können wir er- 
warten, daß diese Faktoren unabhängig sein werden von der speziellen Konstruktion oder 
Größe der versuchten Pumpe. In unserer Studie wollen wir die folgenden Korrektions- 
faktoren einführen: 


Il. Der hydraulische Wirkungsgrad. Das Verhältnis zwischen der eiiektiven 
Druckhöhe und der total erzeugten Druckhöhe des Schaufelrades. Soll dieser hydraulische 
Wirkungsgrad wirklich eine physikalische Realität sein, wie wir es wünschen, dann ist 
es notwendig, daß unsere Theorie die total erzeugte Druckhöhe der wirklichen Pumpe 
angibt. Nun wissen wir aber, daß die Gleichung der totalen Druckhöhe in der eindimensionalen 
['heorie eine weit größere Höhe angibt, als die wirkliche Pumpe erzeugt. Wir werden 
also die klassische Theorie umändern müssen und in ihr diejenigen pbysikalischen Faktoren 
einführen, die die Ursache für die kleinere Leistung der wirklichen Pumpe sind. Als 
solche führen wir die folgenden zwei Größen ein. 


2, Der effektive Winkel, mit dem das Wasser die Schaufel verläßt. Wir 
wissen aus der Erfahrung, daß im Laufrade das Wasser die Schaufeln nicht tangential 


) Vortrag, zehalten auf der Jahresversanmlung des Vereins Amerikanischer Ingenieure in 
\ew-York, 5. bis 8. Dezember 1927: 
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verläßt, wie es die klassische Theorie voraussetzt, sondern immer unter einem Winkel. 
der kleiner ist als der Schaufelwinkel. Wir wollen hier nicht die wahrscheinlichen Gründ: 
für diese Tatsache diskutieren. Welches auch die Ursachen sein mögen, so müssen wii 
diese Tatsache doch in Berücksichtigung ziehen. Sie ist eine der Hauptursachen für die 
Abweichung zwischen Theorie und Praxis, und die Kenntnis des wirklichen Wasserwinkels 
für jeden gegebenen Schaufelwinkel ist von größter Bedeutung für den Pumpenkonstrukteur 
Es wird die Aufgabe unserer Analyse sein, diesen effektiven Wasserwinkel aus den Ver 
suchskurven abzuleiten. 


3. Die Wirbelkomponente am Austritt des Rades. Dies ist der physikalische 
Faktor, der die endliche Schaufelzahl des wirklichen Rades berücksichtigt gegenüber deı 
unendlich großen Schaufelzahl, wie sie die klassische Theorie voraussetzt. Der Einfluß 
der endlichen Schaufelzahl zeigt sich in einer Verringerung der total erzeugten Druck- 
höhe. Es soll hier nicht die Aufgabe sein, die Wirbelbewegung des Wassers innerhalb 
des Rades abzuleiten oder zu erklären'). 

Kurz definiert ist die Wirbelkomponente die in tangentialer Richtung vorhandene 
Komponente der Wirbelbewegung am Austritt des Rades. Sie ist immer entgegengesetzt 
gerichtet zu der tangentialen Komponente der absoluten Austrittsgeschwindigkeit und wirkt 
deshalb verkleinernd auf die erzeugte Druckhöhe. Unsere Aufgabe wird es sein, diese 
Wirbelkomponente in die Gleichung für die totale Druckhöhe einzuführen und eine Methode 
zu finden, um aus einem vorliegenden Versuch die Größe der Wirbelkomponente abzuleiten. 
Wir wollen noch hinzufügen, daß bei Pfleiderer der Einfluß der endlichen Schaufelzahl 
viel zu groß erscheint, weil er die Differenz zwischen Schaufelwinkel und wirklichem 
Wasserwinkel nicht berücksichtigt. Er legt also die ganze Diiierenz zwischen theoretischer 
und wirklicher Pampe in die Wirbelkomponente hinein. Als letzten Faktor für das Rad 
führen wir ein. 

t. Die Rotationskomponente des Wassers am Eintritt. Die klassische 
Theorie vernachlässigt zwar diesen Faktor nicht, die Pumpenpraxis tut es jedoch zumeist, 
in dem sie einen senkrechten Eintritt voraussetzt, um auf diese Weise die Gleichungen 
zu vereinfachen. Da jedoch eine vorhandene Rotationskomponente die erzeugte totale 
Druckhöhe des Rades verringert, so dürfen wir sie nicht vernachlässigen. Eine solche 
Rotation des Wassers existiert wohl schon im Saugrohr der Pumpe und der Kontakt des 
Wassers mit den umlaufenden Teilen der Pumpe, wie Welle und Radnabe, dürfte sie noch 
vergrößern. Zumindest wollen wir die Eintrittsrotation in die Gleichungen einführen und 
die Analyse von gegebenen Versuchen wird zeigen, ob diese Rotation wirklich existiert 
und in welcher Größe. 

Die bisher eingeführten Faktoren bestimmen das Laufrad vollständig. Aber eine 
Pumpe ist erst vollständig festgelegt durch ein zweites Element, das Spiralgehäuse, welches 
bestimmt, bei welcher Wassermenge und bei welchem Druck die Pumpe ihren höchsten 
hydraulischen Wirkungsgrad erreicht. Für gegebene Bedingungen von Wassermenge und 
Druck ist also das Spiralgehäuse theoretisch bestimmt und wir werden später zeigen, wie 
mathematisch Laufrad und Gehäuse miteinander verknüpft sind. Als letzten Korrektions- 
faktor wollen wir nun einführen: 


5. den Gehäusefaktor, der also die theoretische Berechnung des Gehäuses in 
Uebereinstimmung zu bringen haben wird mit der wirklichen Erfahrung. Die eigentliche 
Definition des Gehäusefaktors werden wir erst in den späteren Ableitungen geben. 

Die so eingeführten fünf Faktoren sind erschöpfend. Ihre Kenntnis würde es er- 
möglichen, eine Pumpe mit dem höchsten Grad von Genauigkeit im voraus zu berechnen. 
Wir wollen nun daran gehen, die Gleichung der totalen Druckhöhe der klassischen ein- 
dimensionalen Theorie umzugestalten durch Einführung der bisher besprochenen Korrek- 
tionsfaktoren. Dazu werden folgende Abkürzungen gebraucht werden: 


H — die vom Laufrade erzeugte totale Druckhöhe, 

h=die an der Pumpe wirklich gemessene Druckhöhe, 

u, = die Umifangsgeschwindigkeit am Eintritt, 

ts — die Umfangsgeschwindigkeit am Austritt, 
C.ı — die Projektion der abs. Eintrittsgeschwindigkeit auf ,, 


) Dazu verweise ich auf die Literatur, speziell auf Kucharski: Strömungen einer reibungs- 
freien Flüssigkeit, München und Berlin (1918) oder Strömungen im rotierenden Kanal, Z. f. d, ges. Tur 
binenwesen (1917) und ©. Pfleiderer: Die Kreiselpumpen, Berlin, Julius Springer (1924), wo diese 
Gedanken eine spezielle Anwendung auf die Kreiselpumpen gefunden haben. 
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C,; = die Projektion der abs. Austrittsgeschwindigkeit auf «s, 
C;ı = die radiale Komponente der abs. Eintrittsgeschwindigkeit, 
Cr3 — die radiale Komponente der abs. Austrittsgeschwindigkeit, 
« — der Winkel zwischen abs. Geschwindigkeit und «, 
3=der Winkel zwischen relativer Geschwindigkeit und «, 
y— das spezifische Gewicht der Flüssigkeit, 
g = die Erdbeschleunigung. 


2. Die Gleichung der totalen Druckhöhe. In der klassischen Theorie und 
mit den eingeführten Abkürzungen lautet diese Gleichung 


1 
H=—= (us 043 = C41) F . . . : R ° . . ag 
9 


ınd graphisch stellen wir diese Gleichung dar durch die sog. Eintritts- und Austritts- 
jiacramme Abb. 1 und 2. Gewöhnlich nimmt die Praxis einen senkrechten Eintritt an, 


ılso setzt 





a =90° oder (Cum, 
und aus Abb. 2 wird abgeleitet 
Or2 Ur: 
”_—_ tg ode Co=w (i - ) 
wa (Cu? u2 tg Br 
und dies in Gl. (1) eingesetzt ergibt 
ug° ÜR2 EG 
H=-"-(1— rennt 
9 u2 tg Pa 
— m 








k 2 BR 5 











& 2 B 
- s 7 7 
r - - . 2 
12 [Ras 21 ö u | (ur Lan 
U? | nn UI 
u —— - Ra) ’ 
Abh. 1. Abh. 2. 


Für ein konstantes «, zeigt Gl. (1), daß die totale Druckhöhe in Funktion von Cr: -oder, 
was dasselbe ist, in Funktion der Wassermenge eine gerade Linie ist. 


Annahme. Wir wollen nun die einzig wichtige Annahme dieser Studie einführen, 
nämlich daß auch in der wirklichen Pumpe die totale Druckhöhe in Funktion 
der Wassermenge eine gerade Linie sei, eine Annahme, zu der wir auf (rund von 
Versuchen und Erfahrungen im Kreiselpumpenbau sehr wohl berechtigt sind. 

Und nun können wir daran gehen, die besprochenen Korrektionsfaktoren einzuführen. 
Abb. 3 stellt nun das neue Eintrittsdiagramm dar. O0, B, C, ist das theoretische Dreieck, 
entsprechend einer © großen Zabl von Schaufeln, und /#, ist der Winkel, mit dem das 
Wasser die Schaufeln verläßt und nicht identisch mit dem Schaufelwinkel. A, C, = ur 
ist die Wirbelkomponente und O, A; B, ist das Austrittsdreieck der wirklichen Pumpe. 


E E 
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Abb. 9. Abb. 4. 
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Wie man sieht, ist die resultierende relative Geschwindigkeit abgelenkt in entgegengesetzte: 
Richtung zur Umiangsgeschwindigkeit gegenüber der unter dem Winkel f, austretenden 
Durchfinßströmung. Die Wirbelkomponente verkleinert die Umfangskomponente der abs. 
Geschwindigkeit. Die Punkte A, und (, liegen auf einer Parallelen zu «., weil durch 
den Wirbel die Wassermenge und somit auch Crs nicht beeinflußt wird. 

In Abb. 4 ist ©, 4ı Bı das neue Eintrittsdiagramm, wobei also die abs. Eintritts- 
geschwindigkeit einen beliebigen Winkel «, mit der Umfangsgeschwindigkeit bilden kann. 

Als Ausgangsgleichung für die totale Druckhöhe der wirklichen Pumpe bleibt: 


Hu En ET rer; ° 
9 

wobei aber C,.s diesmal die gegenüber der theoretischen um ur verkleinerte Umfangs- 
komponente der abs. Austrittsgeschwindigkeit des wirklichen Rades bedeutet. Auf Grund 
der Annahme, die wir gemacht haben, muß nun für die wirkliche Pumpe Gl. (1) eine 
lineare Funktion von (©, darstellen. Dies wird der Fall sein, wenn die Punkte 4A, und 4; 
des Eintritts- und Austrittsdiagrammes gerade Linien beschreiben, während wir C', variieren; 
denn dann wird C;ı eine lineare Funktion von (/,, und Cs eine lineare Funktion von 
C,; sein, und die Verbindung beider durch Gl. (1), eine lineare Funktion selbst, wird 
linear bleiben. Diese Bedingung, daß A, und A, gerade Linien beschreiben, ist sicherlich 
genügend, denn es wäre doch nicht möglich vorauszusetzen, daß Aı und A, gerade solche 
symmetrische Kurven zu einer Geraden beschreiben, daß die Summe der Gl. (1) eine 
rerade Funktion würde. 

Einen Punkt der von A, und 4, beschriebenen 
(reraden erhält man, wenn man den Grenzzustand 
der Charakteristik betrachte, an der die totale 
Druckhöhe Null ist. In diesem Falle haben wir eine 
radiale Durchflußströmung ohne Energieübertragung 
der Schaufeln an das Wasser. C,, und C,s müssen 
deshalb Null sein und ebenso die Wirbelkomponente 
am Austritt. Daraus folgt, daß für diesen Zustand 
O0, Er B; das Austrittsdiagramm und O, E, B, das 
Kintrittsdiagramm sein muß. Die von Aı und 4; 














[RAp2y 75 - (” . =. . s 
iR = B | beschriebenen Geraden müssen also die ÖOrdinaten- 
IE 2 achsen in Eı und Es schneiden. Wir können nun 
Abb. 5. in unserm Koordinatensystem die Gleichungen dieser 


(seraden aufstellen. 


Im Austrittsdiagramm Abb. 53. Die von A, beschriebene Gerade, welche von 
E, ausgeht, schneidet die «,-Achse in D,.. Setzen wir O0, Ds = us’, so können wir 2’ als 
die Unbekannte benutzen, welche die Wirbelkomponente charakterisiert. In der Tat, wenn 
wir ' kennen, dann kennen wir auch die eigentliche Wirbelkomponente uw für jedes 
Diagramm. Aus den ähnlichen Dreiecken 


O: Es Ds und A; F% D; 


folgt 
OÖ) Es ug 
Cr2 = ua — (u2 
O, Ex = uy tg Pa und deshalb 
fs ÜR? 
(„3 = U, (1 a ) . . . . . . . . . (2). 
un tg Pa 


Im Eintrittsdiagramm Abb. 4. Die von Aı beschriebene Gerade, welche von #&ı 
ausgeht, schneidet die «,-Achse in D,. Setzen wir auch hier O, Dı = u,', so können 
wir zı, als die Unbekannte benutzen, welche die Eintrittsrotation charakterisiert. Wenn 
ıtı bekannt ist, so ist auch (\,ı bekannt für jedes Diagramm. Aus den ähnlichen Drei- 
ecken ©, Eı Dı und 4ı Fi D, folgt 


O0, Eı u 


: j 
Cr} 4 = Cuı 


Die Radialgeschwindigkeiten am Ein- und Austrittsdiagramm sind miteinander verbunden 
durch die Kontinuitätsgleichung 


CRı F; au Ur Fa , 
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sobei bedeutet F1} die freie Eintrittsfläche des Rades, F, die freie Austrittsfläche des Rades 


F: . > 8 F> 
Crı zu Ur: - y OÖ, Fi = OÖ; Es = up ig Pa - 
Fj F\| F\j 
ınd deshalb 
7, 
uatg Pa ( ) 
F 


1 / 7 


F, u’ — Cuı j 
ÜR2 u | ) 
Fı 


Ca= ur (1 2 | a 


ug tg Pa 


woraus folgt 


Setzan wir nun GI. (2) und (3) in (1) ein, so erhalten wir die transformierte Gleichung 
der totalen Druckhöhe für die wirkliche Pumpe 


H (ee fi ir Cr ) (4) 
r ur Ne Wa . 


’ ! 
= y ug ug ur U .. 
Fiir O0, D= ( ) i Für YV=0, Cs =wtgP:. 
9 


Bei der Analyse eines Versuches müssen uy, «u, und tg %, als Unbekannt vorausgesetzt 
werden. Zu ihrer Bestimmung gehören weitere Bedingungen, die wir im folgenden ab- 
leiten wollen. 


3. Der hydraulische Wirkungsgrad. Der hydraulische Wirkungsgrad ist das 
Verhältnis der gemessenen Druckhöhe der Pumpe und der vom Rade total erzeugten 
Druckhöhe 7/ 

h 

I 

In einem gegebenen Versuch ist h eine gegebene Funktion C; und H ist durch Gl. (4) 
bestimmt. Der hydraulische Wirkungsgrad ist also auch eine Funktion von C'; und hat 
sein Maximum, wenn 


mM 


u d h h d H 
drn d OR d (ÜR 1 dH 1 dh 
— (0, woraus == 
H d ÜR h d CR 


dÜUR H: 
an 


5 ist die Tangente des Winkels, den die totale Druckhöhengerade mit der positiven 
"Ch 


Cz-Achse bildet (Abb. 6). en ist die Tangente des Winkels, den die Tangente an die 
'R 

Drosselkurve am Punkte besten bydraulischen Wirkungsgrades mit der pos. C’r- Achse 

bildet. Deshalb folgt aus Abb. 7 


daH fedız H dh __ Pur: h H h i 
U ET ER RER 
Die Tangente an der Drosselkurve am Punkte besten hydraulischen 
Wirkungsgrades schneidet die Cz-Achse in demselben Punkte wie die totale 
Druckhöhengerade, und für diesen Punkt ist Cr — us tg fa. 
Wenn wir durch irgend welche andere Bedingungen imstande sind, diesen ge- 
meinsamen Schnittpunkt P zu bestimmen, so können wir von P aus die Tangente an die 

















Abb. 7. 
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rerebene Drosselkurve ziehen und erhalten in deren Berührungspunkt den Punkt des 
höchsten hydraulischen Wirkungsgrades. Um nun solche andere Bedingungen zu finden 
müssen wir die zweite Versuchskurve neben der Drosselkurve, die uns zur Verfügung 
steht, heranziehen, und das ist die Leistungskurve. Wir werden die aufgenommene 
Leistung vergleichen müssen mit der von den Schaufeln an das Wasser übertragenen 
totalen hydraulischen Energie, und zu diesem Zwecke müssen wir vorerst die Gleichung 
der totalen hydraulischen Energie entwickeln. Wir können noch vorher hinzufügen, daß 
bei der Berechnung einer neuen Pumpe, wo die Faktoren angenommen werden müssen, 
der Punkt P bekannt ist, ebenso der Punkt des besten hydraulischen Wirkungsgrades, 
für den die Pampe berechnet wird, somit also die Tangente an die zu erwartende Drossel- 
kurve. Ziehen wir aus der Erfahrung die Tatsache heran, daß die Drosselkurve der 
üblichen Kreiselpumpen sich durch eine Parabel ersetzen läßt und wählen wir auf Grund 
der Erfahrung noch den Druck bei geschlossenem Schieber, so haben wir genügend Be- 
dingungen, um diese Parabel als die wahrscheinliche Drosselkurve der zu berechnenden 
Pumpe zu bestimmen. 


Die totale hydraulische Energie. Multiplizieren wir in Gl. (4) die totale 
Druckhöhe mit der Wassermenge, so erhalten wir die Gleichung für die totale hydrau- 
lische Energie. Da wir diese Energie mit der aufgenommenen Leistung der Pumpe ver 
gleichen wollen, die zumeist in PS ausgedrückt ist, so wollen wir auch die hydraulische 
Energie in PS ausdrücken. Bezeichnen wir diese totale hydraulische Energie mit E,, so ist 

EK=C:y' Q-H, 
wo C eine Konstante zur Umwandlung in PS, y das spezifische Gewicht der Flüssigkeit, 
(4 die Wassermenge pro Zeiteinheit. 
Es ist nun Q= Ay: C;a, und MY aus Gl. (4) liefert 


„2 
, v , ug ug u u v CR : 
E, = ( a A F% ( (Cr - -). (5). 
\ 9 | un tg Ba 
Gl. (5) zeigt, daß %, in Funktion von Cr. eine Parabel ist 
E:=0, für &k=0 und für Cr=utgP. 


Die Parabel schneidet also die C';-Achse im selben Punkte wie die totale Druckhöhen- 
gerade, nämlich im charakteristischen Punkte ?. Das Maximum der totalen hydraulischen 
Energie ist erreicht, wenn 


AE j ug ug — u u 2 (kr 
=0=0 Al ar 2); 
d Cr 9 ug ig pP 


woraus folgt, daß für das Maximum 
un t )» 
G=2 2, et er 
Das Maximum der totalen hydraulischen Energie ist erreicht bei einer Wassermenge, 
welche halb so groß ist wie die Wassermenge, bei der die totale Druckhöhe Null ist 
Von dieser Tatsache werden wir später Gebrauch machen. 


Vergleich zwischen Leistungskurve und totalerhydraulischer Energie- 
kurve. Die Leistungskurve der Versuche stellt die von außen her in die Pumpe ein- 
geführte Energie dar. Diese eingeführte Energie muß decken die totale hydraulische 
Energie und die äußeren mechanischen Reibungsverluste, wie die Radseitenreibung, die 
Reibung in Stopfbüchse und Lagern. Für den Moment wollen wir den Spaltverlust 
außer acht lassen. Dieser Spaltverlust ist bei den Kreiselpumpen doch sehr gering. Im 
ersten Versuch der Analyse können wir diesen Spaltverlust nicht berücksichtigen, da wir 
die Diagramme noch nicht kennen und so nicht imstande sind, den statischen Druck am 
Austritt aus dem Laufrade festzulegen, der ja den Spaltverlust bestimmt. Wir müssen 
also zunächst die Diagramme ohne Berücksichtigung des Spaltverlustes bestimmen und 
daraus den Spaltverlust berechnen und in einer zweiten Annäherung die Analyse noch- 
mals durchführen unter Berücksichtigung des Spaltverlustes. 

Mit folgenden Bezeichnungen: 

Es = die in die Pumpe eingeführte Energie in PS, 

E, = die totale hydraulische Energie in PS, 

E; — die Summe der äußeren mechanischen Reibungsverluste in PS 
folgt, daß 


Es _—— „ + Fr . . . . . . . . . . . ( 7 . 
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„ ist eine Funktion von Cr, die durch den Versuch gegeben ist; Z, ist eine Funktion von Cr, 
lie durch Gl. (5) bestimmt ist; Er, ist eine Konstante und von C; unabhängig. 
Die äußeren mechanischen Reibungsverluste sind nur von der Tourenzahl abhängig, 


die bei unserm Versuch konstant ist. Sie können natürlich nicht von der von der Pumpe 
reförderten Wassermenge irgendwie abhängen. Differenzieren wir nun Gl. (7), so er- 


halten wir 
d EB dE: 


d Cr d Cr 
ınd aus Gl. (8) folgt: 

Die Tangente an die Leistungskurve und die Tangente an die totale 
hydraulische Energie-Parabel für irgend eine beliebige Wassermenge sind 
parallel. Gl. (8) ist nur gültig für ein Gebiet der Leistungskurve, welches um die 
Punkte besten hydraulischen und totalen Wirkungsgrades liegt. Wir wissen, daß bei 
kleinen Wassermengen sekundäre Strömungen im Rad auftreten, welche Energie ver- 
brauchen, deren Größe von C% nicht unabhängig ist. In Gl. (7) tritt deshalb ein von (% 
abhängiges Glied ein und die Gl. (8) verliert so ihren Wert. Wir wollen hier gleich 
hinzufügen, daß, wenn wir die totale hydraulische Energie-Parabel gefunden haben, es 
uns auch möglich sein wird, dieses Gebiet der sekundären Strömungen abzugrenzen. 


Der totale Wirkungsgrad. Der totale Wirkungsgrad ist eine durch Versuch 
bestimmte Größe und wird graphisch als Funktion der Wassermenge erhalten. Aber die 
renaue Lage seines Maximums ist manchmal nicht leicht zu bestimmen, da die Wirkungs- 
vradkurven sehr flach verlaufen. Da es interessant ist, die genaue l‚aage des Maxismus 
zu kennen, so wird es nützlich sein, nach einer Methode zu suchen, um ihn genau zu 
bestimmen. 

Nach Definition ist der totale Wirkungsgrad 

C-yQ+h 
er Er: ' 
wo C:y@h die Energie bedeutet, die das Wasser tatsächlich beim Verlassen der Pumpe 
besitz. Nennen wir diese Energie /;., dann ist 
E w 
Es £ 
F), ist eine gegebene Funktion der Wassermenge. Wir können diese Funktion graphisch 
erhalten durch punktweise Multiplikation der Wassermenge mit der Druckhöhe aus der 
Drosselkurve und die Energie in PS ausdrücken. Ez ist eine gegebene Funktion von Cr, 
die Leistungskuıve. Für das Maximum von 7; haben wir deshalb 


N: — 


anı ‚ dEw . d EB 
= 0) = Ep . — E Ww . 
d CR d CR d Cr 
woraus 
1 ds | dEw 


Er dCr Ew dCr 
Und ähnlich, wie wir es beim hydraulischen Wirkungsgrad bereits gefunden haben, folgt 
aus dieser Beziehung: Beim Punkte besten totalen Wirkungsgrades schneiden 
sich die Tangenten an der Leistungskurve und der Wasserenergiekurve 
in einem Punkte, der auf der Cz;-Achse liegt. (Siehe Abb. 7.) 

Wir haben nun genügend Bedingungen entwickelt, die uns nun ermöglichen, aus 
unseren Versuchskurven heraus die Parabel der totalen hydraulischen Energie und daraus 
auch die totale Druckhöhengerade zu bestimmen. Wir wollen diese Aufgabe in zwei 
leile zerlegen. 


4. Die Leistungskurve hat ein Maximum. Graphische Lösung. In diesem 

"alle und bezugnehmend auf Gl. (8) wissen wir, daß auch die Parabel der totalen hydrau- 

lischen Energie ihr Maximum bei derselben Wassermenge besitzt und daß diese Parabel 

die Cr-Achse bei der doppelten Wassermenge schneidet. Bezeichnen wir die Radial- 

geschwindigkeit am Punkte, wo die Leistungskurve ihr Maximum erreicht, mit (;„, dann 

liefert Gl. (6) C ug te Ba 
Rm = 


> 


- 


2 . Ur m 


43 


und 
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Gl. (9) bestimmt also den wirklichen Winkel, mit dem das Wasser die Schau 
feln verläßt. 

Die Kenntnis des charakteristischen Punktes P’ ermöglicht jetzt auch die Tangente 
an die gegebene Drosselkurve zu ziehen, und der Berührungspunkt dieser Tangent: 
ist der Punkt des besten hydraulischen Wirkungsgrades. 


Von der P’arabel der totalen hydraulischen Energie kennen wir nun die Sehne O P 
und das (©, ihres Maximums. Die Parabel wäre vollständig bestimmt, wenn wir noch 
eine andere Bedingung hinzufügten, und ausgehend von Gl. (8) können wir dazu die Rich 
tung einer Tangente an einem anderen C, wählen. Zu diesem Zwecke wählt man wohl 
am besten die Tangente m — m der Leistungskurve am Punkte besten totalen oder hydrau- 
lischen Wirkungsgrades, zu welcher die entsprechende Tangente der Parabel beim selben 
Cr parallel läuft. Wir erinnern nun an folgende Sätze aus der analytischen (reometrie 
der Parabel (siehe Abb. 8 und 9). 

I. Ein Durchmesser E@ der Parabel halbiert alle Sehnen OA, die parallel laufen 
zu der Tangente an ihrem Endpunkte E, so ddß OB—= BA (siehe Abb. 8). Dieser Satz 
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Abb. 8. Abb. 9. 


erlaubt den Punkt A der Parabel zu erhalten, wenn wir OA parallel machen zu der 
gewählten Tangente der lieistungskurve und ÖB=BA. 


+) 


2. Um weitere Punkte der Parabel zu erhalten, erinnern wir an die folgende 
Konstruktion (siehe Abb. 9). Gegeben eine Sehne O P der Parabel, normal zu deren Achse 
und ein Punkt A. Mache PR und AQ normal zu OP und zeichnhe OAR und QR. 
Zeichnen wir nun A, Qı normal zu OP und Qı Aı parallel zu Q A, dann schneidet die 
Linie O R, die Linie 4, Qı in dem Punkte A, der Parabel. 


Mit dieser Methode können wir jetzt die Parabel vollständig aufzeichnen und aus 
der Parabel leicht die totale Druckhöhenlinie erhalten durch Division eidnes X, durch C; 
und die oben angegebene Konstante. Indem wir an jedem Punkte die Verhältnisse zwischen 
der Höhe an der Drosselkurve und der totalen Druckhöhenlinie bilden, erhalten wir die 
Kurve der hydraulischen Wirkungsgrade und das Maximum an dem vorher bereits fest- 
gelegten Punkte. Die Differenz zwischen E, und E, am Punkte des besten totalen 
Wirkungsgrades z.B. liefert die äußeren mechanischen Reibungsverluste. Fügen wir diese 
Größe zu jedem Punkte der totalen hydraulischen Energie-Parabel hinzu, so erhalten wir 
eine Kurve, die um die Punkte besten hydraulischen und totalen Wirkungsgrades sich 
mit der Leistungskurve deckt, bei kleinen Wassermengen jedoch von ihr abweicht. Die 
Differenzen zwischen dieser Kurve und der Leistungskurve ergeben die Energiebeträge, 
die die sekundären Strömungen verbrauchen. Der Schnittpunkt der Druckhöhengerade 
mit der Ordinate liefert den Wert (U u’ — u Ur’). 

9 

Analytische Lösung. Anstatt graphisch kann man natürlich die totale hydrau- 

lische Energie Parabel auch analytisch bestimmen. 


Bezeichnen wir die Radialgeschwindigkeiten am Punkte, wo die Leistungskurve ihr 
Maximum hat, mit Cr. und am Punkte maximalen totalen Wirkungsgrades mit C;. und 
ziehen wir Gl. (5) der Parabel heran, dann hat man 


’ ’ 7 
U — UU UR’ 2 
FE, —— Ü- } F: ( ui A. Bi. ) (Ci - ) . ö i i A : (5) 


gq ug ter Ba 
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und 
dEı: ug ug’ u u 2 OR 
=C 7 Bl )(1 - )- 
d CR g uz ig Ba 
y.. . d FE: 2 UR mn .. . d E: 
Für Cr == En. I1st 1 == 0, also tg Pa ——— Für Cr == Ur: Ist . =[1T, 
( R Uy d UÜR 


wenn wir mit 7 die Neigung der Tangente der Leistungskurve am Punkte besten totalen 
Wirkungsgrades bezeichnen 


s) u2 ua’ — uı uı' 2. Ort ' get 1 
i—(: Y F3 ( ) 1 — : woraus (Us Up — Uuı)= . 
) . u > 2 „0 y In 
g “ Rm ( / Fy ( kt 
up » l 
uU2 URm 
und 
. T CR’ 
E, — (Ci — ET rn |? 
2 ’ URm 


( Urt 
3) 
URm 


Gl. (10) bestimmt also die Parabel der totalen hydraulischen Energie, wenn Cr, Cr: und z 
durch den Versuch bekannt sind. 
Aus Gl. (10) erhalten wir die Gleichung der Druckhöhengerade 


E: T Cr 
H = = (1 — ) Sr (11) 
CyFy- On Ort 2° CRm 
Ce yFralt 
URm 
und für Cr = 0 
(> u — u = u T (12) 
g CR! = | 
C:-yPFRil-— 
ÜR m 


5, Die Leistungskurve hat kein Maximum. Dieser Fall ist prinzipiell nicht 
verschieden vom vorhergehenden. Wir benutzten vorher die Kenntnis der Richtungen 
zweier Tangenten an die Parabel, und an Stelle der horizontalen Tangente werden wir 
jetzt außer der Tangente am Pankte besten totalen Wirkungsgrades eine andere Tangente 
benutzen, z. B. die Tangente am Punkte besten hydraulischen Wirkungsgrades. Sollten 
diese beiden Punkte zu nahe aneinander liegen, so kann man irgend einen anderen Punkt 
der Leistungskurve wählen, aber in dem Bereich, in dem sekundäre Strömungen mit 
Sicherheit nicht mehr vorhanden sind. 


(Graphische Lösung. Die Kenntnis 
der Richtungen zweier Tangenten der Parabel 
bestimmt zwei Punkte Aı, Aa dieser Parabel, 
wie wir es vorher bereits gezeigt haben. Um 
den Schnittpunkt der Parabel mit der C; Achse 
zu finden, kann man folgende Konstruktion 
benutzen: u. 
Mache @ B; = Qı Bı und verbinde 4) er | | \ 
mit B,, dann schneidet die Linie Aı B, die ee — —- ? 
Cr-Achse im gesuchten charakteristischen Punkt min Gr @ 

R ges e 
P. Damit ist nun dieses Problem auf das Abb. 10. 
vorhergehende zurückgeführt (siehe Abb. 10). 

Analytische Lösung. Bezeichnen wir die Radialgeschwindigkeiten an den beiden 
Punkten der Leistungskurve, wo wir die Tangenten gewählt haben, mit Cz. und (x, und 
mit 7, und 7, die Neigungen dieser Tangenten mit der positiven Cr Achse, dann haben 
wir folgende Bedingungen: 











dE: dE: 


für Or Or: Ist == 9,, für Or Orr Ist — T, 
d OR dCR 
, ! ’ ) 
uw — u u >’ 8 u2 us — u U 2.» Orr 
mo nn), meer ee) ) 
q uz Tg Pa g us tg Pa 
und 2. Ort 


() ug tg Ba 
—— y 
Tn six Rh 


u2 tg | ip) 
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woraus Ti 
2 (on. _ Or .) 

Tn \ 


Tt 
1 — ug 
Th 


(G1. (13) bestimmt für diesen Fall den wirklichen Wasserwinkel 


C ” F (” ug — ıı ) Tt 
77 2 —— , 
g 2.» Ort 
u2 tg Pa 
und hier aus Gl. (13) eingesetzt 
C-yF (** u u Tı 
. 2 = . 
4 T 
or 1 = ) 
Th 
y 
Tı 
UÜR:— Ur h 
Tn 


Diesen Wert und den Wert von tg ß, aus Gl. (13) in die Gl. (5) eingesetzt, liefert jetzt 
die Gleichung der Parabel 


Tt 
Or? (i win ) 
Tı Th 


E: 0 — (14). 
Tr Tt 
ori ) 2 (er:- Cı .) 
\ h Tn 
1 
Tt 
Urt - URN 
Th 
Aus GI. (14) erhält man jetzt die Gleichung der Druckhöhengerade 
£ 
E ' “ ( B ) 
(’, Tt Tr / a" 
H / i- . (15) 
C-yFy Cr C:y Fa Ti Tt 
ö en 2 I Orı— ÜR .) 
Th Th F 
1 u 
mu 
URt— Urn 
Th 


und für (Ü; 0 


ug ug — u u T 1 ( ) 
— == i x : . . . 16). 
| ) C:yFy 


4 Tt 
Ur: (i —_ ) 
Th 


Be ne 
Tt 
ÜR al ÜR h 
Tn 
6. Bestimmung der Größen u. und ı,. Aus der Analyse, wie wir sie soweit 
entwickelt haben, haben wir bis jetzt den Wert us us’ — u, u, erhalten, jedoch noch nicht 
die Möglichkeit bekommen, beide Größen zu trennen. Dazu brauchen wir natürlich eine 


neue Bedingung, und wir wollen hierfür eine Annahme machen, die üblicherweise im 
Pumpenbau gemacht wird. 


Annahme. Am Punkte besten totalen Wirkungsgrades tritt das Wasser tangential 
mit dem Winkel fı in die Schaufeln ein, also stoßlos.. Der Winkel f, ist aus der ge- 
gebenen Konstruktion der Pumpe bekannt und die Kenntnis dieses Winkels bestimmt jetzt 
die Größe u. 

Gehen wir zum Eintrittsdiagramm zurück (siehe Abb. 4). Pı ist bekannt und 
ebenso die Radialgeschwindigkeit am Eintritt für den Punkt besten totalen Wirkungs- 


grades C;.., also ist das Dreieck OA, B, und (/. bekannt. Aus der vorhergehenden 
Analvse bekannt ist auch OE, 


F; 
OH, = U tg Da e (;.) R 
1 


verbinden wir also E, mit A,, so erhalten wir D, und so u,. Aus ähnlichen Dreiecken 


folgt: | ( ORit 
} Wi I, Mae 
Urıt %ı — Cu tg ı 


F3 u u" 
u2nig Da 
Fi 











zt 
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m: = Op ( >) wo Cr. die Radialgeschwindigkeit am Austritt bedeutet 


( Or: Fa ) 
u — 
ig pi F 


uU = . . ; i r ' . : (17). 


Urt ) 
(- 
ug tg P3 


\achdem wir jetzt «,' und (us wu’ — u uı) kennen, ist natürlich auch «,' bekannt und 


damit das Austrittsdiagramm (siehe Abb. 3). Wir kennen aus der Analyse ,, w' und Cr; 


die radiale Austrittsgeschwindigkeit am Punkte höchsten Wirkungsgrades, können also 
das Diagramm zeichnen und (,;s und die wirkliche Wirbelkomponente «„ bestimmen. 
Aus ähnlichen Dreiecken folgt 


Un u2tg Ba — Or CR2 ar 
— 8 Un = (Ua — us’) (1 _ N 
u2 — u9 u} tg Ba ua tz Ba 
und Cu» ist gegeben durch 
r CR 
CG9o=W—- —  —-%W; 
tg Da 
woraus ÜR?2 
Ca = u (1 — ). er 
ug tg fa 


In der Einleitung dieses Artikels habe ich mich bereits auf das Buch von 
Pfleiderer: Die Zentrifugalpumpen (Berlin 1924, Julius Springer) bezogen, wo 
2. . i A u R,? H 
iolgende Formel für die Wirbelkomponente abgeleitet wird: „— ww’ * —, 
2'853 
Hier bedeutet: 


w—- eine dimensionslose Konstante, 

Z = die Anzahl der Schaufeln, 

R; = der laaufradius am Austritt, 

S — das statische Moment der mittleren Stromlinie des Laufrades 


S—/rdx (siehe Abb. 11). 


rı 
2 i us u — u u N 
Für Gr=0 it H= und w.=uz — Us, 
g 
also 2°» ug (ua — u; $ . 
| ) —,) N 27 
Ra? / \ua ug’ — u uı 


Gl. (20) ermöglicht also, die Konstante aus unseren Versuchen 
eindeutig abzuleiten, und es wäre interessant, durch Analyse einer 
größeren Zahl Versuche festzustellen, ob wirklich eine Konstante 
ist, die von der Konstruktion der Pumpe unabhängig ist. 

Wir haben nun die Analyse des Laufrades vollendet und 
könnten jetzt daran gehen, den Spaltverlust zu berücksichtigen, 
indem wir zunächst diesen Spaltverlust mit Hilfe der bekannten 
Diagramme berechnen würden. Aus der Theorie der Zentrifugal- 








pumpe ist bekannt, daß die Spaltwassermenge mit der Wasser- | 
menge wie eine flachgestreckte Ellipse variiert. Wir könnten ne 5 une 
diese Ellipse bestimmen und daraus die Drosselkurve mit Berück- Ran) 
sichtigung des Spaltverlustes ableiten und diese neue Drossel- Abb. 11. 


kurve zu einer zweiten Analyse benutzen. Wir wollen dies hier 
nicht durchführen, da keine neue Elemente zu behandeln wären. Jedoch möchte ich an 
dieser Stelle kurz ein Beispiel einer graphischen Analyse anführen. 


7. Beispiel. Graphische Analyse einer 10” Bethlehem -Zentrifagalpumpe, durch- 
probiert bei einer konstanten Tourenzahl von 1150 (siehe Abb. 12). Die Drosselkurve A, 
die Leistungskurve E» und die totale Wirkungsgradkurve 7. sind durch den Versuch ge- 
geben. Die Pumpe hat die folgenden Dimensionen: 


Austrittsdurchmesser . . . 2 20.0.0. Ds = 0,42 m, 
Eintrittsdurchmesser . . . 2 20.2000. Di = 0,216 m, 
Austrittsläche . . . . 2 2 2220. Fr = 0,0474 m’, 


BRD : > 2 2 2 a ar, 
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Scehaufel-Austrittswinkel . . 5 ).' 
Schaufel-Eintrittswinkel . . . 2. 2.2... Pı = 15°. 
+0,42. 1150 u. st +»0.216 - 1156 
ıy — — 25,3 m/s, u = — 13 m/s. 


60 60 


Die Leistangskurve weist ein Maximum auf bei einer Wassermenge von 0,1575 m’/s. Die 
































: . R } ie 0,1575 ER 
entsprechende radiale Austrittsgeschwindigkeit ist Cr3 = ur: — 3,325 m/s. 
0, d 
Gl. (9) liefert nun den wirklichen Wasserwinkel 
2 +» 83.325 AR 
tg Da m 953 = 0,265 Mr 
70 
nr \es 
i | 
I Q | 60 
\ <a | m, 
fi p / Ps | “ 
0 \ | 50 
7, / ' 
I; de: N 
u N j N o 
E ’ & F | \ zZ 
N 50 | N / / | z N 
> IN N \ | n an 40 
N S IM f = -_ 
NS | _ = IN gi a 
AS | f; z “N S 
NZ Mil \ AR S 
N I 1 4 a ni % 
N T ! \ N, \ 3 130 
x m N G J 
> “= Drossejgn | S 
JONOR en Far ; , \ \Q 
N ) 25 ee. En = 
N 7 ad Q 2 \ ‘4 
Q en / . gra NR u — 
2 c n ung”: — - QUIZ m 20 
N ol. „WW grad Nr N Ss r 
u m n/ RI \N \ 
’ Fr 4 
/ N \ \ 
um / ZN f \ \ 70 
\18 ui IX 
= S n | VS 2 
I 3 V - | \ 
un — MEEENEREREGER. | ACER oo & | 7, 
N 0 20 #0 60 80 700 720 140 760 180 200 220 240 260 280 300 320 
WE Wassermenge 1/s 
Abb. 12. 


Der wirkliche Wasserwinkel ist also ungefähr 14° 45’ gegen 20° Schaufelwinkel. Der 
beste hydraulische Wirkungsgrad ist der Berührungspunkt der Tangente an die Drossel- 
kurve, ausgehend vom charakteristischen Punkt P. Dieser Berührungspunkt ist bei einer 
Wassermenge von 0,122 m°/s, während der beste totale Wirkungsgrad bei einer Wasser- 
menge von 0,126 m/s erreicht ist. Unter Zuhilfenahme der Tangente m — m an die 
Leistungskurve am Punkte besten totalen Wirkungsgrades ist die totale hydraulische 
Energieparabel FE, gezeichnet worden nach den entwickelten Methoden. Die Diiierenz 
zwischen dieser Parabel und der Leistungskurve am Punkte besten totalen Wirkungs- 
grades beträgt 0,15 PS. Dieser Wert stellt also die Größe der äußeren mechanischen 
Reibungsverluste dar. Das horizontal gestrichene Feld zwischen der Parabel und der 
Leeistungskurve gibt den Bereich der sekundären Strömungen im Laufrad an und die 
Größe der dazu benötigten Energie. Zur Bestimmung der totalen Druckhöhengerade ge- 
nügt es, wenn ein Punkt dieser Geraden aus der Parabel abgeleitet wird: z. B. der 
Punkt des besten hydraulischen Wirkungsgrades. Hier ist E,—51,sP® und deshalb 





51.8 + 75 ’ = x 2 
H—= a u ‚31,5 m. Die gemessene Höhe an diesem Punkt ist A—28,8 m, so daß der 
)00 - 0,122 
.. ® + [) ® 28,8 - - . .. 
höchste hydraulische Wirkungsgrad sich ergibt zu u —= — 0,905. Die Druckhöhen- 


31,8 











je 
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ä r a ’ . £ n ug ug — u ur 
‚rade schneidet die ÖOrdivatenachse in einer Höhe von 51,95 m, so daß - 


51,95 m. 
Das vertikal gestrichene Feld zwischen der totalen Druckhöhengeraden und der 
‚rosselkurve gibt die hydraulischen Verluste an und das Verhältnis beider in jedem 
unkte liefert die hydraulische Wirkungsgradkurve n,. 
Der beste totale Wirkungsgrad tritt ein bei einer Wassermenge von 0,126 m’/s. 
ie entsprechenden Radialgeschwindigkeiten am Eintritt und Austritt sind: 


0.126 0.126 
(Ok: = — 2,66 m/s, Ca: = -— —=2,9m/s. 
0,0474 0,0434 


4 


ur Bestimmung von Ein- und Austrittsdiagrammen rechnen wir: 


0,0474 


O Ey = 25,3 : 0,263 — 6,65 m/B, O Eı = 6,65 ° — 7,26 m/s 
0,0434 
nd GI. (17) liefert jetzt den Wert von u. 
13 _ 2,66 0,0474 
"0,2679 + 0,0434 9,31 51,95 + 3,63 - 13 
u = — 3,63 m/s, U — — 22,08 m/s. 
2,66 25,3 
25,3 * 0,263 
Und die wirkliche Wirbelkomponente aus Gl. (18) 
(25,3 2,08) (i eek 1,906 m/s 
Un» = \29 = BE,08 — zu 306 
’ au 25,3 ° 0,263 


ınd aus Gl. (19) 
2,66 
25,3 ° 0,26: 
Mit diesen berechneten Werten kann man jetzt sowohl Ein- wie Austrittsdiagramme 
aufzeichnen (siehe Abb. 12). 
Um die Konstante » aus Gl. (20) zu bestimmen, sei angegeben, daß die Schaufel- 


Cu = 22,08 (1 .) —= 13,22 m/S. 


‚ahl 9 ist und daß das statische Moment des mittleren Stromiadens S =/rde= 0,0161 m? 


2 
beträgt. Dies eingesetzt liefert 


9+-0,0161 25.3 (25,3 — 22,08 r 
| )( )=0,52. 
| 0,0441 9,81 51,95 
Wir haben nun die Analyse des Laufrades selbst vollendet und müssen nun daran gehen 
das zweite Element der Zentrifugalpımpe, das Gehäuse, zu studieren und die Gleichung 

zu entwickeln, welche Gehäuse und Laufrad miteinander verknüpft. 


8. Die Verbindung von Laufrad und Gehäuse. Für ein gegebenes Laufrad 
mit gegebenen Dimensionen ist für eine bestimmte Drehzahl dessen totale Druckhöhen- 
serade bestimmt und sicherlich unabhängig 
on dem dieses Laufrad umgebenden Ge- D 
häuse. Wir brauchten deshalb bei der Ab- 4 | 
'eitung der Gleichung der Druckhöhen- 
seraden auf das Gehäuse keine Rücksicht 
zu nehmen. Wir haben auch früher schon 
sezeigt, daß die Drosselkurve einer Pumpe 
Ihren höchsten hydranlischen Wirkungsgrad 
reicht im Berührungspunkte der Geraden, 
ie vom charakteristischen Punkt P aus ge- 
ogen wird (siehe Abb. 13). Diese Tangente 

'E an die Drosselkuiıve ist nun nichts an- 


fi ‚U>" Url, 





[ 











eres als eine Druckhöhengerade des Lauf- Mena Uptgß; = 
ades für einen konstanten hydraulischen j 
'V\irkungsgrad, der gleich dem Maximum ist. Abb. 13. 


‘gend eine von P aus gezogene (Gerade 

tellt eine Druckhöhengerade des Laufrades dar, für einen bestimmten konstanten hydrau- 
schen Wirkungsgrad variierend von 1 bis 0. Solch eine Gerade muß die Drosselkurve 
n den zwei Punkten schneiden, wo die hydraulischen Wirkungsgrade mit dem konstanten 
Vert dieser Geraden übereinstimmen. Für den maximalen hydraulischen Wirkungsgrad 


13 
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muß die entsprechende Gerade natürlich Tangente an die Drosselkurve sein, da es nu 
einen Punkt der wirklichen Drosselkurve gibt, dem dieser Wirkungsgrad entspricht. 


Lassen wir ein gegebenes Laufrad bei derselben Drehzahl in verschieden groß 
Gehäuse rotieren, so wissen wir aus der Erfahrung, daß die entstehenden Drosselkurve: 
verschieden sind, und verschieden ist auch Wassermenge und Druck, bei dem der höchst: 
hydraulische Wirkungsgrad erreicht wird. Was jedoch gleich bleibt ist die Größe diese 
maximalen hydraulischen Wirkungsgrades, und zwar für einen großen Bereich verschiedene: 
Gehäuse. Es folgt deshalb daraus, daß all diese verschiedenen Drosselkurven dieselb: 
Gerade als Tangente haben müssen, die sie jedoch in verschiedenen Punkten berührt 
Eine l’olgerung, welche die Erfahrung sehr gut bestätigt hat. Es ist also das Gehäus:« 
welches den Punkt der Druckhöhengeraden für maximalen hydraulischen Wirkungsgrad des 
L,aufrades bestimmt, der die wirkliche Drosselkurve berühren wird. Es ist klar, daß fü 
eine Pumpe das Gehäuse von großer Bedeutung ist und daß für ein gegebenes l.aufrac 
verschiedene Gehäuse sehr verschiedene Formen von Drosselkurven erzeugen können. Es 
ist deshalb notwendig, die Gleichungen zu entwickeln, die für ein gegebenes Laufrad 
und für ein gegebenes Gehäuse festlegen, bei welcher Wassermenge und bei welchem 
Druck der höchste hydraulische Wirkungsgrad erreicht sein wird. 


Ein gegebenes Laufrad, das mit einer bestimmten Drehzahl rotiert, legt im Aus 
trittsdiagramm fest die Größen w, w' und fs. Das Austrittsdiiagramm für den Punk: 
besten hydraulischen Wirkungsgrades wäre vollständig bestimmt, wenn wir noch den 
Winkel « kennen würden, den die abs. Geschwindigkeit mit u, bildet (siehe Abb. 3 
Ks muß also das Gehäuse sein, welches diesen Winkel «&, festlegt. 


Aus der Theorie der Zentrifugalpumpen wissen wir, daß die Strömung des Wassers 
im Gehäuse nach Verlassen des Laaufrades beschrieben wird durch die Gleichung 


R- CO, =konst. . . . Gr NN 


wo A die Entiernung des betreffenden Wasserteilchens von der Achse bedeutet und (© 
die Komponente seiner Geschwindigkeit in tangentialer Riehtung. Gl. (21) stellt eine 
Hyperbel dar mit Abszisse und Ordinate als Asymptoten Am Austritt aus dem Laufrade 
ist A AR, dem Laaufradradius und (Ü), = (,s, wie es durch das Austrittsdiagramm bestimm! 
ist, so daß 


Bi TE ee N 


Ist der Zungenschnitt des Gehäuses 
(größter Querschnitt) gegeben, dann 
erlaubt die Gl. (21) für jeden Punkt 
der Ordinate P P’' {siehe Abb. 14) das 
entsprechende C, zu berechnen und 
wir erhalten AB als Kurve der Ge- 
schwindigkeiten. Diese Geschwindig- 
keiten sind theoretische. In Wirk 
lichkeit haben wir Reibungsverluste 


j nr - im Gehäuse und sonstige Gründe. 

N . "up = welche diese Geschwindigkeiten ver 
kleinern, so daß die wirkliche Kurv: 

RN der Geschwindigkeiten, unter dem das 

Wasser im Gehäuse fließt, A BD’ ist. 


Bezeichnen wir mit dF ein Flächen- 
element des Gehäusequerschnittes mit 
dem Radius R und nennen wir (),., die 


























Abb. 14. entsprechende theoretische Geschwin 

digkeit aus der Kurve AB und (\, die 

entsprechende efiektive Geschwindigkeit aus der Kurve A P’, dann ist die effektive Wasser 
menge, welche durch das Gehäuse fließt, gegeben durch 


R; 
Q = /d E + On 
R, 


Die gleiche Integration mit den theoretischen Geschwindigkeiten würde natürlich eine 
größere Wassermenge ergeben als sie efiektiv durch das Gehäuse flließt. 











ıg 
4 


P 


nu 


oß 
veı 
ıStı 
se 
ne) 
Ib: 
art 
St 
de 
fü: 
Pad 
Es 
rad 
en 


us 
kt 
len 


PTS 


ne 
‚de 


nn 
kt 
‚as 
nd 


1€ 











ıd 8, Heft 4 u N N : „_.: 
‚ugust 1928 Lichtenstein, Beitrag zur Theorie der Kreiselpumpen 


rn 
-) 
— 


9, Der Gehäusefaktor. Wir führen nun als Gehäusefaktor ein das Verhältnis 
eser theoretischen Wassermenge zur efiektiven 


K jer6 re 


“ far. Cue 


us der vorhergehenden Analyse des Laufrades kennen wir nun die efiektive Wasser- 
enge, bei der der hydraulische Wirkungsgrad Maximum ist, und aus dem Austritts- 
agramm Cs. Also ist die Kurve AB festgelegt. Der Zungenquerschnitt des Gehäuses 
t ebenfalls gegeben und wir können die Integration / d F-C,: durchführen, wenn auch 


cht analytisch, so doch immer graphisch. Auf diese Weise ist der Faktor K aus den 
ersuchen bestimmt. In unserem Beispiel war die Wassermenge beim besten hydraulischen 

irkungsgrad 0,122 m’/s und C,» 15 m/s. Die graphische Integration / d F- C,. ergab 
177 m’/s, so daß der Gehäusefaktor bestimmt ist zu 

2. 0,177 ae 
0,122 

Bei der Neuberechnung des Gehäuses rechnen wir zunächst mit der theoretischen Ge- 
schwindigkeitskurve A B, jedoch mit einer Wassermenge K mal so groß wie die effektive. 
ist auf diese Weise der Zungenquerschnitt der Spirale bestimmt, so führen wir die effektive 
Geschwindigkeitskurve ein, so daß die Integration über den nun bekannten Querschnitt 
die effektive Wassermenge ergibt. Damit sind dann auch die um die Spirale herumliegenden 
anderen Querschnitte festgelegt. 

Kehren wir nun zurück zu der Aufgabe, die Verbindungsgleichung zwischen Gehäuse 
und Laufrad zu finden. Wir müssen dasjenige Element einführen, das beiden gemeinsam 
ist, und das ist die Wassermenge am Punkte besten hydraulischen Wirkungsgrades. Der 
Spaltverlust macht zwar die durch das Laufrad fließende Wassermenge etwas größer. 
Bezeichnen wir mit @ die durch das Gehäuse fließende Wassermenge, dann haben wir 
am Laufradaustritt (Q+ Q,)=9P:'7Ds W- Or. Y ist das Verhältnis des freien Austritts- 
‚uerschnittes zu z Ds W. Setzen wir: 


(2* er) > 
Q 


wo € den Spaltverlustkoeffizienten bedeutet, so ist 


1,45. 


’ 


::D>- W 
m: a a ea a Pen A 
x 
\m Gehäuse ist Q bestimmt durch 
Rz 
u 
Q — K d F , Cut . 
Rz 
Aus Gl. (21) folgt: 
Ra Da 
Di = . Ca = Cu3 
R 2°: R 
Ry Rz 
omit 1 [ Ds Da’ Cu [dAF 
BR: dr: we (24). 
« x 2°R : sr I RR 24) 
Ro Rs 
G1. (23) und (24) kombiniert gibt 
Rg It; 
:-ıt Da W*- Oro Ds» (u dF ÜR F3 'daF ’ 
7 _ _ ’ und ER tg dg — : (25). 
£ 2K R Cu? 2: nm: K:p WIR 
Rg Iy 


1. (25) ist nun die gesuchte Verbindungsgleichung zwischen Laufrad und Gehäuse. Das 
dF B . . . .. r . . 
ist eine reine geometrische Größe, welche den Zungenquerschnitt der Spirale 


harakterisiertt. Die Größe kann immer durch eine graphische Integration bestimmt 
‚erden. Und jetzt haben wir auch alle Elemente, um das Austrittsdiagramm des Punktes 
esten hydraulischen Wirkungsgrades aufzuzeichnen; folglich sind auch (';,, welches die 
'assermenge bestimmt, und („», welches die totale Druckhöhe bestimmt, bekannt. 

In Gl. (19) fanden wir für CO, 
O2 = Ug (1 = | 


ugte Pa 
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IL 
=] 
tz 


Es ist Cugaig ag 
Cra u Cu3 i tg “5 Cus = Us (1 u ) 
somit un’ ua tg da ” 
Cu3 - . . (26), Ür3 — : . (27 } 
ig tg aa ug tg ag 
1 + 1 + 
un ig Pa uytg Ba 


Und für Wassermenge und Druck für ein gegebenes Laufrad und gegebenes Gehäuse be 
bestem hydraulischen Wirkungsgrad erhalten wir: 


pt DW ug tg ag 
A ( (28), 


£ ug » tg ag 


[any 
| 


u + tg Ba 


, 


uU» 
u | ur u (. ) | 'g - 
/ug ua i, uı 2 
H= | )lı— 


g ug 
( ) tg dqg + tg 33 


us 


(29). 


In dieser Gleichung ist tg « durch Gl. (25) bestimmt. Die Gl. (25) und (29) können 
benutzt werden sowohl zur Berechnung einer neuen Pumpe, wie auch zur Bestimmung 
von Wassermenge und Druck einer Pumpe von gegebenen Dimensionen. Nützliche Dienste 
leisten werden sie in all den vielen Fällen der Praxis des Pumpenbaues, wo für ein 
gegebenes Laufrad ein neues Gehäuse benutzt wird, oder umgekehrt für ein gegebenes 
Gehäuse ein neues Laufrad, wo der Schaufelwinkel des Laufrades verändert oder 
der Durchmesser des Schaufelrades verkleinert wird. In diesem letzteren Fall verhalten 
sich «, und us’ wie die Durchmesser und Gl. (28) zeigt dann, daß die Wassermengen sich 
wie die (uadrate der Durchmesser verändern, während aus (29) folgt, daß die Druckhöhe 
noch etwas schneller fällt, als es dem Quadrate der Durchmesser entsprechen würde. 


10. Schlußfolgerungen. Die Diskrepanz zwischen den Resultaten der klassischen 
eindimensionalen Theorie, die allgemein im Pumpenbau benutzt wird, und der wirklichen 
Praxis zwingt uns zur Einführung von Korrektionsfaktoren, deren Größe wir nur aus 
Versuchen ableiten können. Dem Pumpenbau stehen eine große Zahl Versuche zur Ver 
fügung, die Drosselkurve und Leistungskurve betreffen. Die vorliegende Studie hat eine 
sowohl graphische wie analytische Methode entwickelt, die erlaubt aus diesen Versuchs 
kurven alle diejenigen Faktoren abzuleiten die notwendig sind, um Theorie und Praxis 
in Uebereinstimmung zu bringen. Zur gleichen Zeit sind diese Faktoren in die eindimen- 
sionale Theorie eingeführt und so neue Gleichungen entwickelt worden, welche zur Be- 
rechnung neuer Pumpen benutzt werden können, wenn die Korrektionsfaktoren als be 
kannt vorausgesetzt werden können. 

Die Analyse basiert zum großen Teil auf der Leistungskurve nnd ihre Exaktheit 
steht und fällt mit der Exaktheit, mit der die Leistungskurve aufgenommen worden ist. 
Nur solche Lieistungskurven, welche durch direkte Messung mit Hilfe von Torsions oder 
Elektrodynamometer erhalten worden sind, sollten benutzt werden, und es ist ratsam auf 
den Teil der Leistungskurve um die Punkte besten hydraulischen oder totalen Wirkungs- 
grades besondere Sorgfalt zu verwenden. 

Es wäre sehr interessant, mit dieser Methode eine größere Zahl von Versuchskurven 
zu analysieren von Pumpen verschiedenster Konstruktionen und Größen und nachzusehen, 
ob diese Korrektionsfaktoren konstant sind oder etwa sich mit Konstruktion und Größe 
verändern, eine Aufgabe, die einer zukünftigen Studie vorbehalten sein soll. 824 


Biegungsschwingungen mit Berücksichtigung der Stabmasse 
und der äußeren und inneren Dämpfung. 
Von HEINRICH HOLZER in Schwabach. 


ür die T'heorie der Prüfvorrichtungen zur Bestimmung der Biegungs-Schwingungs 
festigkeit und der Dämpfungsfähigkeit von Werkstoiien, insbesondere für jene, die 
mit Resonanz arbeiten, ist eine genaue Berechnung der Biegungsschwingungen mi! 
Berücksichtigung der Stabmasse und der äußeren und inneren Dämpfung von ausschlag 
gebender Bedeutung. (Ueber solche Prüfvorrichtungen hat z. B. Hr. W. Hort in deı 
Z. f. tech. Physik 1924 berichtet und in Abb. 1 ist die Biegungs-Schwingungsmaschin: 
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er M. A.N. abgebildet.) Aus dem Schrifttum ist mir eine lösung der allgemeinen 
iegungsgleichung mit äußerer und innerer Dämpfung nicht bekannt. Selbst die Neu- 
‚uflage der »Technischen Schwingungslehre« von W. Hort (Springer, Berlin 1922) behandelt 
ur die ungedämpften Biegungsschwingungen '). 
ir Drehschwingungen habe ich die allge- 
eine Lösung der Schwingungsgleichung in 
einem Buch: Die Berechnung der Dreh- 
chwingungen und ihre Anwendung im Ma- 
‚chinenbau (Springer, Berlin 1921) veröfient- 
echt‘). Im folgenden soll die allgemeine 
ösung für Biegungsschwingungen versucht 
verden. 


1. Ansatz. Die den Biegungsschwin- 
ungen entgegenwirkenden Kräfte sind zum 
"eil äußere Reibungskräfte, wie die Reibung 
n dem das schwingende System umgebenden 
Mittel (Luft, Oel, Wasser), zum Teil innere 
Reibungskräfte infolge unvollkommener Ela- 
stizität der Biegungsfedern. Um diese Wider- 
;tinde rechnerisch berücksichtigen zu können 
müßten wir das Gesetz kennen, nach welchem 
sie sich jm Verlauf der Schwingung ändern. 
Dies Gesetz braucht in Wirklichkeit gar nicht 
einfach zu sein. Um aber unsere Rechnung 
nicht unnötige verwickelt zu machen, be- 
snügen wir uns mit der einfachen Annahme, 
daß alle Widerstände der augenblicklichen 
Schwingungsgeschwindigkeit proportional und 
ihr entgegengesetzt seien. Wir setzen also 
die dämpfende Kraft — kv, wobei wir k, den 
Dämpfungsfaktor als eine unveränderliche Größe betrachten und unter v die augenblickliche 
er oder Verformungsgeschwindigkeit verstehen. Da es sich hier nicht um 
len Vergleich von Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen oder um solche mit zeitlich 
vorka Frequenzen handelt, ist diese Verein- 
fachung so lange zulässig, als sie nicht zu Widersprüchen 7’ 
mit der Erfahrung führt. In Wirklichkeit wird die Dämp- 3 

Ö° 7 gdı [2 DA, 
































Abb. 1. 








jung auch bei Schwingungen mit unveränderlicher Fre- 7’ FrYY} dr 7} 

‚uenz in anderer als linearer Abhängigkeit von der Ge- 2° 

schwindigkeit stehen. Wir definieren daher den Dämp- 

fungsfaktor k als eine während der harmonischen Schwin- . 

sung gegebener Frequenz unveränderliche Größe von I u 

soleher Art, daß die rechnerische bei einer Schwingung ! 

nit der Frequenz ® und dem Ausschlag a geleistete 7 ' [+1 
Dämpfungsarbeit, die bekanntlich durch Y=rkwa? aus- l T [a Od | 
sedrückt wird’), gleich der wirklichen Widerstandsarbeit - = Te ! 
iner Schwingung wird. Jeder Frequenz gehört also im msn | | 
ıllgemeinen ein besonderer Dämpfungsfaktor zu; mög- =: An: FR ns 


cherweise kann der Dämpfungsfaktor bei gleicher Fre- 
uenz sogar noch vom Ausschlag abhängig sein. Abb. 2. 

In Abb. 2 ist das klein gedachte Element einer 
'iegungsfeder in einer Entfernung & vom Ursprung von der Länge dx dargestellt. 

E sei der Elastizitätsmodul des Federwerkstoffes in kgem””, y das Gewicht der 
aumeinheit in kgem”', y/g also die Masse der Raumeinheit in kgem”'s’, # der Feder 


ierschnitt in em’, u—= 7 F (kgem”?s?) die Masse der Längeneinheit, J das Trägbheits- 
9 


Hort, Schwingungslehre $ 90. 
) Holzer, Drehschwingungen, Absechn. 27, 
Holzer, Drehschwingungen, S. 92. 


2 
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moment des Federquerschnittes um die Biegungsachse in cm*, “ J das körperliche Träg 
9 
heitsmoment der Lärgeneinheit der Feder um die Biegungsachse in kgs?’, 7 die augen 


blickliche Durchbiegung der Feder an der Stelle x in cm, 7 die Querkraft in kg, M da: 
Moment der Biegungsspannungen im Querschnitt © in kgem, g der Dämpfungsfaktor de 


.. £} .. . ”* [) 9 oO r . .. 
äußeren Dämpfung auf die Längeneinheit bezogen in kgem”?s, so daß gdx "Fr die äußer: 
( 


Dämpfungskraft am Längenelement der Feder ist. Die innere Dämpfung setzen wir deı 
Verformungsgeschwindigkeit proportional. Die relative Verformung zwischen den Stelle: 


. . ” .. .. 02 
c und 2 -+-dx ist durch die Krümmung des Längenelements, also durch . gegeben 
oe 


Die innere Dämpfungskraft tritt als solche im entgegengesetzten Sinne sowohl im Quer 
schnitt «© wie an der Stelle © + d%, an letzter um den » kleinen Zuwachs geändert, auf 


Bezeichnen wir also mit X den inneren Dämpfungsfaktor, so stellt zu (5) die innere 
Dämpfungskraft dar, woraus folgt, daß %k’' von der Dimension kgems ist. Die Massen 
trägheitskraft des Elements gegen Verschiebung in der Richtung 7 wird durch nude” 
ausgedrückt. Das Massenteilchen macht aber außer der Verschiebung in der Richtung ı 
noch eine Drehbewegung um die Biegungsachse. Da der Winkel des Teilchens gegen 


. O0 .; j u 09 (On , 
die x-Achse ist, so ist — Jdx gr (= ) das der Drehung widerstehende Moment der 
(2 g C Re OxX 
Massenträgheit. 


Bei Abwesenheit einer erregenden äußeren Kraft an der Stelle © bedingt das 
Gleichgewicht aller am Element wirkenden Kräfte und Momente die (rleichungen: 


oT Ar 92, 


f on ( 
dıce—k — dt-o0odce— —-udxt %“ 1 SAD 1 
Ox r OtOr?° q Ot 08 ), 
en on OM ie) 
Tax —-K — de+ —- de- Ida et... . _{R) 
otLO x“ Ox g orFdx 


Den Zusammenhang der Formänderung mit den Spannungsmomenten liefert die elastische 

Biegungsgleichung: 

a re 
0x 

Die Wegschalfung von 7 und die Berücksichtigung der Biegungsgleichung (3) ergibt die 

gesuchte Differentialgleichung der Schwingung: 


o% n 4 oO u 0? n y c)# n 
rer er a a —=0 .. 2.20... 
Ox* EJÖt EJ06t gEoOdtidx“ 

Wie man bemerkt, ist auch die innere Dämpfung aus der Diiierentialgleichung weggefallen. 

Sie wird aber bei Berücksichtigung der Randbedingungen von selbst wieder hereinkommen. 


2. Erzwungene Schwingungen. Die durch eine harmonische Kraft P— Aprsin w/ 
+ Br cos » £ erzwungenen Schwingungen sind harmonische Schwingungen der gleichen 
Freijuenz ®, wie die der erregenden Kraft und mit dem nach Zeit und Ort veränderlichen 
Ausschlag 7. Wir führen also als Lösungsansatz in unsere Differentialgleichungen ein: 


Anni Bunt. . .». -»- » :'s .. KM) 
worin A, und B, reine Funktionen von « sind. Aus (4) leiten wir ab: 
0? ' 0? n “ a 
'—w(A,coswt— B,.sinwt®), a »?(A,sin®t-+B, cos ot). 
BE; ot 


Die Einführung dieser Beziehungen in Gleichung (I) ergibt, wenn wir den Differentiations 
grad nach x durch in Klammern gesetzte Exponenten ausdrücken: 
(4) 


A‘ 


. 1) q@, 
sin wt- B' cos wt +77 (A,coswt — B, sin t) 


4e 


u . ya“ Ds (2) ’ 
- = (A . $sIn © ! + B. cos © f) Br. WER. = (A, ) sın ® t -+- B; COs ) t) — 0 2 x (5). 
sr g , 


Damit diese Bedingung für jeden Wert £ erfüllt sei, müssen die Beizahlen von sin ® 
und cos » ? einzeln verschwinden. Das liefert die Gleichungen: 


7, * »* (2 ) 2 n? 9 
> EZ 1ı.+ a, PL - ir ps MW. 


7409 9 
L 
u EJ EJ gk * ” EJ EJ gE ” 


41@ 
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aus der 1. Gleichung (Il) erhält man: 


yo? uw? ,@ 
ya 2) 


EJ vw°® 2 u @® (2 EJ (6) (4) 
ER En En ur AN — > 
a | ae Ele EJ ga * ’; u EJ 
(4) EJ;,,() wo? ,(6) uw? (4) 
Da" + 1. 
” 7 Sul gE ” EJ 


iit diesen Werten ergibt die 2. Gleichung (II) nach einiger Umformung: 


+9 yo? 4 _|a u m? (? I 4a u yo: um? 4® Er (u w? ar ‘q w)? A060 
"7 u. EJ gE 2. gE EJ EB’ 7° 


„iD 


(I). 


‚ieselbe lineare Differentialgleichung 8. Ordnung hätte sich auch für B, nach Wegschaffung 
ın 4, aus den Gleichungen (II) ergeben. Die weitere Behandlung dieser Difierential- 
leichung ist bekannt. Schreibt man die ihr zugehörige charakteristische Gleichung durch 


‚erlegung in zwei Faktoren in folgender Form: 


2 2 u m? 2 
ya“ 9 uU @ .Q4@ y@ a u w :4@ 
w' + —— w? — ( pi ) w* +‘ Alu ( —i“ ) =U, 
gE EJ EJ gE EJ EJ 


‚ erkennt man leicht, daß sie nur komplexe Wurzeln hat. Mit Hilfe der Abkürzungen: 





2 2 9\2 9, .8 
vw“ uU @“ ’() " A a’+b"+ra__ 
im, ln, ar, ne, 
2gE EJ 2gE EJ 
Va+»+a__ V2+®—-a__ la?+r? +4 »\ 
gg Me, nf, Pi (6) 
2 2 2 
| | la?+7-a, yY®’: r? — ds VYe'+r- do 
Ei m 92 2 ’ Pa 9 ’ 2 9 
sind die acht Wurzeln dieser Gleichungen enthalten in den Formen: 
W1,3,3,4 = + (pi + ir), Wr (p £ir,) (7) 
Die Lösung der Differentialgleichung (III) hat also die Form: 
A, = ePı® (4, sin "ı%+ B, cos rı °C) — ePı ?* (C, sin r1%C°-+ D, cosr, IC) 
+ er2? (A, sinra @ + Ba cosrz x) + er? (OG sinrz @ + Ds, cosr, &) . tr Pa 


vorin Aı, Bı ... D,, die acht Integrationskonstanten sind, die im Einzelfall aus den Rand- 


bedingungen gegeben sind 


Genau so lautet, mit anderen Integrationskonstanten Aı, Bi ..., die Lösungs- 
sleichung für B.. Da aber die Gesamtlösung nur acht verschiedene Integrationskonstanten 
verlangt, so müssen zwischen den Konstanten von A, und B, Beziehungen bestehen. Um 


diese Beziehungen zu finden, führen wir die Partikulärlösung für A, und B, 


in die 


Kliminationsgleichung (II) ein. Dazu schreiben wir zunächst die partikuläre Lösung für 


I, (ohne Zeiger): 

A, =er*(Asinr«@ + Beosr x) + er*(Csinrc + Decosr«) 
ınd leiten daraus durch Differentiation ab: 
( 1) 


r 


—er®[((pA—rB)snrz+(pB-+rA)cosrx2]+er*|(—-pCU—rD)sinr x 
+(—pD-+rO()cosr x 

A = er*t[(p®?— r?) A— 2prBlsinrze+[(p—r?)B+2prA]cosr x; 

+ er {[(p® — r?) C+2prD]|siorz+[(p®—r)D— 2prC]cosr«)} 


i 
+4 


A = er& {[(p® — 3 r?p) A+ (r’ — 3 rp?) Blsinre + [(p®— 3 r?p) B 
— (r? — 3rp?)Aleosrat + er*t[(— p?+3r’p) C+(r?-—-3rp®) Dlsinr x 

+ [((— p?+3 r’p) D— (r’— 3 rp?)C]cosr x} 
eV — ep? {[(p — 6 r?p? + rt) A+Arp(r? —p®) Blsinrc+[(p— 6 r?’p?+r')B 
— 4r p(r?— p®)Aleoorz) zer t|l(p! — 6r?p?+r) C—4rp(r?—p?)Dlsinr 
+ (pt — 6 r?p?+ r*) D+4rp(r? — p?) C)eosr x} 

Die zugehörige Form für B, sehreiben wir entsprechend: 

B.=er* (A sinrc +B cosrx)+er*(CO’sinore + D'cosr&). 


(8). 
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Durch Einsetzen dieser Werte in die erste Gleichung (II) erhält man einen Ausdruck, de 
aus Gliedern mit den Faktoren e*?*sinrx&, e*?r*cosrx besteht. Damit diese Gleichung 
für jeden Wert von X gültig sei, müssen die Glieder einzeln verschwinden und dies führt zu: 








| y® . . a? | . . ‚ @? gq0 
p* — 6p’r’+r! +’ p° r*) = |A+|4pr(r?—p‘) ! 3 p| B=°—A 
gE EJ|J gE ] EJ 
f ö Fr a k ’ w* . u a | g 92 92 > w* qq r 
pP u"... r (p: v7 EJ B [* pr (r?—p?) — F 2rp u 
g # ur 2 ‘dä 2% 
[ “6 4 m? 2 ’ u o* |] y / g\ y ? ] 140 y 9) 
Ip! 6p’r’+-r! +‘ - (9’— r’)- => ıC- 4arir' —- pp) —‘ - .. RA 
| gE u’ | g ’E 
4 » - 1 Y a“ [ n? 2 » 9] 2 IN Yy w? Y 90 ! 
pt — 6 pr’ +r'" + (p? — r?) — D-+|4pr(r—p’) —‘ 2rp\C=-—D 
gE EJ | L gE EJ 
Nun gilt aber, wie man leicht nachweist, für unsere oben entwickelten Werte p und vr: 
v.® u w* yo? q@ 
rt — rn +rt + “ r?) == (0 4pr(r 7’) — 27 r — k V 
l ! h, el » 4 Ar. u 


das obere Zeichen für pı, r,, das untere für p2, ra. Daraus folgt mit Rücksicht auf die 
Gleichung (9) 





A —- Rı, Bı =+A“,, C'=+Dı, D’=—(Cı]} Ä 
A'—=-+Bs, B’=— 4, O"=—D;, D' — + 6, \ Sen 
Damit wird die Schwinrgungsform B.: 
B. = en" (— Bı sinr, &@ + Aı cosrı &) + ePı? (D, sinrı & C, cos rı X) 
Hr er? (Bsinny ec — Acosnx)+ er:"(—- Dsiny ec + (&bceosnmnx) . . (IVb). 
3, Zahlenbeispiel. Zur Ermittlung der Integrationskonstanten Aı, Bı ... D; 


dienen die Randbedingungen. An einem praktischeu Zahlenbeispiel möge der Gang der 
Rechnung gezeigt werden. 

In der in Abb. 1 dargestellten Schwingungsmaschine war ein rechteckiger Stahl- 
stab von 1,5l em = 0,45 cm (uerschnitt längs der langen (Juerschnittsseite eingespannt. 
Der Stab von 21,2 cm freier Länge trug am oberen freien Ende eine Masse m, den 
Unterbrecherbügel von 0,033 kg Gewicht für den Erregermagnet. Um die Aufgabe möglichst 
zu vereinfachen, sei angenommen, daß die erregende Magnetkraft a am freien Stabende 
wirkt. Als Schwingungszahl wurde 3250/min beobachtet, so daß die Frequenz der Erregung 
© — 340 s=! war. 

Ks ist 
—= 8: 10"°kgom”"s?, E=2:10°kgem”’, F= 1,51 -0,45cm‘, J=0,0115cm*. 
9 
Der auf 1 cm bezogene äußere Dämpfiaktor , sei verhältnismäßig hoch mit g= 10"'kgem”?s 
angenommen, so daß ein Stabteilchen von 1 cm Länge bei einer Geschwindigkeit von 
lcems-' eine Dämpfungskraft von 0,0001 kg erfährt. Mit diesen Zahlen berechnet sich: 


vn 


— 0,4624 - 10° cm”?, u= - F= 5,436 + 10° kgem”? s?. 
gE i 9 
u @ . ‚ 40 E u 
— 27,32 - 10-5 om-*, - — 1,48 10-5 cm. 
EJ EJ 
Damit wird: 
c= 0,2312 - 10° cm”?, G@ == 27,32 + 10° om“*, db = 1,48 10cm“, 
ar 
la? +b’+ra A a a+b?—a a q a 
| | == 5,2287694 - 10""om””, [= | ; —=0,1415247 - 10° cm”? 
‘) s 
dı = 5,2285382 - 10""cm”?, ds; = 5,2290006 - 10”* cm”? 
pı = 7,2315252 - 10”°cm!, r, = 0,0975527 - 107° em! 
pı = 0,0978484 - 10°” cm, r3 = 7,2318449 - 10”?cm-!. 


Das Zahlenbeispiel hat erkennen lassen, daß man die Winkelbeschleunigung der 
l’edermasse in diesem Fall vernachlässigen darf. Dann vereinfacht sich aber die 
Rechnung in folgender Weise; indem man c = setzt: 


d=d, p=en=p= 0,7235, P=n=r = 0,000973504. 


Für die Bestimmung der acht Integrationskonstanten stehen folgende Bedingungen 
zur Verfügung: Lassen wir den Ursprung des Koordinatensystems mit dem Einspannpunkt 
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—] 
-] 


| 


A ” an j 
ısammenfallen, so ist für @=0 1. 0 und 2. =0 oder mit den Gleichungen (5) 


O%X 
nd (10) 

Bı+D+B+D=0 (la), 4-06 - A+0G=0 (1b) 
pBı +rA —-— pD +rCı +rB+p4 rD +pC=0. . (2a), 
p4  rBı+pCı +rD - rd +-pB—rC pD =0. _. (2b). 

'jaraus findet sich: 
2A) = 4ı — B — Cı+D,, 2B = - 4A, - B —- Gh —-D: 
2a = — 4ı —Bı +Cı + Dı, 2 D; = A, — BL + Cı — D.,.. 


Für das freie Stabende müssen das biegende Moment N und die Querkraft 7 ver- 
chwinden bzw. eine vorgeschriebene Größe haben. Da in unserem Beispiel am Stab- 


nde eine punktförmige Masse m sitzt und dort die erregende Kraft P angreift, so muß 
02 ) ” ‚2 . .. » 2 * 

Y—=-0 und T=-P—m r = _ „74 sein, dam v die Massenträgheit und ke. " die Dämpfungs- 
Ot” ot ( Ol 


krait am Unterbrecherbügel ist. 7 wird aber näch unserer Momentengleichung (2) aus- 


redrückt durch 
Q3 ’ A 0> N v )3 r 
Ge Ag Ei 
23 otoOx® g Vor Or 


wovon wir den letzten Posten vernachlässigt haben. Die Bedingungen für das freie Ende 
lauten somit: 


r , 
xl. - -=VU—) -E J 92 £ 
Or? (23 OtOr* ar ot 


On ’ 3 n O*r7 Ion 
Man sieht hieraus, wie die innere Dämpfung (X) infolge der Randbedingungen wieder 
hereinkommt. . 

Anders ausgedrückt, lauten die Bedingungen am freien Ende: 


A”=B," = (0 a ER ER Er ' 


 .. 3 kKo,,Q@ 2) , \ mo? , . 
A, sinot-+ B}” cos at — z, di coswt —-B, sin @?) + 2; (A, cos ot + B, sin of) 


ko Arsinwt+Breoswt 


= (A, cost — Bısin ot) = - (4), 
EJ EJ 
oder in die Phasengleichungen zerlegt: 
(3) k' [77] (9 m @? ko Ar 
A, . A+—-B=— (4a), 
J EJ EJ EJ 
3) k' p) ı 0? ko Br 
B, A, ger 5 B:- A, = - i j j ; (4 b). 
EJ EJ EJ EJ 
Für = 21,2 wird pl= 1,53311722 = 87° 50’ 28,1”, rl= 0,020744285 = 1° 11’ 18,8”. 
er! sin rl = 0,09609262 e!sinpl= 1,0202364 
er! cosrl —= 4,631598 erl cosp! = 0,03845992 
e-P! sin r l = 0,00447756 e!sin pl= 0,9787743 
er! cosrl = 0,2158152 e!cospl = 0,03689692. 


Mit diesen Zahlen liefern die Gleichungen (5) 
0 = 1,1579317 Aı + 24,2039584 Bı — 0,0071311 Cı + 1,1290816 D; 
— 5,3291378 As 0,3454867 Ba — 5,1230069 C, — 0,0544048 D; 
Für die Gleichung (3b) ist gemäß (10) in (3a) nur zu ersetzen: 
A, durch — Bı, B, durch A,, C, durch D\,, D, durch — C\. 
A; » B:, Bs »— 4, C; ’ —D,, D; » Cy. 
Mit Berücksichtigung der Gleichungen für das eingespannte Ende wird daraus: 
— (Ci = 7,5931235 Aı + 0,1624679 Bı 
D, = 7,5931235 Bı — 0,1624679 Aı 
Mit Berücksichtigung der Gl. (10) und mit den Werten: 


m o@°? i k © k' oo } 
10° = 16,9, 10° = 0,2, -10° = 0,15 
EJ EJ EJ 


(3a). 
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erhält man schließlich aus den Gl. (4): 


24,096247 Aı — 19,314823 Bi = — 8,6095652 Ar | (4a), 
24,096247 Bı — 19,314823 Aı = — 8,695652 Br  :  ° 
Daraus findet man: 
A = 0,2197069 Ar + 0,1761104 Br, Bı = + 0,1761104 Apr + 0,2197069 Br, 
Cı = 1,6396493 Ap — 1,3729233 Bp, D, 1,3729233 Ar + 1,6396493 Br, 
h= 0,3512717 Apr + 1,4844881 Br, B; = — 1,4844881 Ap — 0,3312717 Bp, 
U = 1,5250846 Ap 0,0645457 Br, D; 0,0645457 Ap — 1,5280846 Bp. 
Der Ausschlag am freien Ende berechnet sich damit zu: 
A, = 2,196399 Ar + 2,764462 Br, Bı = — 2,764462 Ar —+ 2,196399 Bp. 


Die Wahl der Phasen ist unserem Ermessen anheimgestelll. Beziehen wir sie auf die 
erregende Kraft P, so ist Ar= P und Br = 0 su setzen. Damit wird 


A, = 2,1964 P, Bı = — 2,7645 P, 
also der Gesamtausschlag (, — A; +B, = 3,5316 P. 
Um also einen Ausschlag am freien Ende von 1 cm zu erzielen, ist eine erregende 
z 1 ' : : 
Kraft von PL = verrt -0,28316 kg erforderlich. Der Phasenwinkel des Ausschlags gegen 
3,5316 
die Erregung ist 
Bı 2,7645 es a ze 
€ = aroig — = arcig — — arctg 1,2586 == — 51" 372, 
A: 2,1964 


woraus ersichtlich, daß wir uns dabei dicht bei Resonanz befinden. Die Biegungsbean- 
spruchung des Stabes ist an der Einspannstelle am größten. Sie wird für 1 cm Ausschlag 
des freien Endes berechnet aus: 


ren re; - u) Ä 
M=EJ ( ,) EJ\ A" 'sinot+ B, cos of). 0 
l V 


Manz: = EJV(A®) + (BP): 


A" = (p?— r)(B+D: u Bra - ir 
— 107° (15,67279 Ar + 19,88274 Bp) 


9\ 


B, — 10° (— 19,88274 Ar + 15,67279 Br), (4, )”+ (B, = 10°: 25,31718 P. 





M max 9 
M nax = 164,5527 kgem, U m = we 3226 kgem”*. 
0 
4. Eigenschwingungen. Die Eigenschwingungen sind mit der Zeit abklingende 
harmonische Schwingungen. Wir wählen daher für sie den Ansatz: 


n=eP!|A,sinwt+B,.coswt . . ». » 2... (11) 
und leiten daraus ab: 
— — er! [— (po A, + ©, B.) sin ©o t + (wo A, — Po B,) cos wo £], 
er e= 20 1[(— @0? + Po?) A. +2 po @ B.] sin ©o £+|(— @0?+-Po?) B. — 2 Po @o A.| cos 0 t}. 
In die Differentialgleichung (I) eingesetzt, wird mit Weglassung von e’Po':; 


A, sin oof-+ B.” cos ot —+ -- [— (po 4. + ©, B,) sin 00 t + (0, A, — po B.) cos 8 f| 


4 


EJ 


f 
{ 


IIC— ©? + 90°) A, +2 po @o B.] sin wo t+ [(— wo? + pP?) B. — 2 Po ®o A.) cos wo t} 


2 2 07 2 . 2) . l; 2) 2 (2) r (2) 
- {[(— @o? HP?) A +2 po 9 B. |sin ©o»t+[(— ®o?+p0?)B, —2 Po ®% A, |cosw.t} —0. 
gE 


Daraus folgen die beiden Bedingungsgleichungen : 


(4) q A ‚ 2 9\ : 
A Pu 2,7 po A, —+- 09) B ) —— = 7 (09 ai we A. 2 po 90 B.| 


Y 9 9 (2) (2) ; j 
= (wo? Po ?) A, 5 Po ®o 2 | = () j j ’ i (12a) 
gE 
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u 


7 


p®) . (m B.— %4A)-— n- (00? — 90°) B.+ 2 Po ®o A;]| 


e 


+ 7 [0 pm) B’ +2m m AP]=0 .. . .(12b). 


gE 
Die Gleichungen (12a) und (12b) dienen wieder zur Bestimmung der Funktionen A, und 
R,.. Zunächst ordnen wir die Gleichungen nach 4, und B.: 


v(o® ‚2 — P0o*) (2 u (© Dan 90°) + ) 2 y po @o 2) 2 um @® 4700 
0%) u ( A” a 0 7 qPpo A, = F B“ ä Po @0 7 B. =. (12a), 
| gE EJ gE | EJ 
y (mo° _— 0%) 2) u (00? — 7 ?) +4gp 2ypo ® 2 2 um Wo —qwn 
p* dr p B® — 0 po 1 Po EEE po 49 po q 2008 (12b). 


Um daraus z. B. B, wegzuschaffen, differenzieren wir die beiden Gleichungen (a) und (b) 
wiederholt nach x, was wir z.B. für die n-malige Differentiation der Gl. (12b) durch das 
Symbol (5)”) ausdrücken und erhalten, wie man leicht nachweist: 


2 N) a y (009 a 30°) a 2 up mo —q40 u (09° —p 2) +gqp 
(q (4) de > 0 (d)(2) ee Y ) - Po (a)(®) ade po — q7W80 (b) 2 ) = 7Po (a) u 
g g y Y 


Das Ergebnis dieses Verfahrens ist die Differentialgleichung für A, (und B.): 


= (6) 2 Y (wo? — P0°) (4) u (002 — 90°) + qP0 2 ypo @0\? y (00? — p0?)\? 
A ) Bw A, HE Aber. Mal 5. en A, Br 0 + YPpo @ de; ( 0 0 
| 9E a EJ gE gE 


} 2 „4 oO ) en '(G ( ® — | 2 2 ugs 2 
2 4 E ‚Po@o 2 upo @o 7@o a y (oo po*) u (wo po”) + qPo (vg 


gE EJ gE EJ 


9 re 2 5) z 2 
u \Go Po’) + qPo z 1po @o q@0 
«a Yen] 
EJ EJ 


Die weitere Behandlung dieser linearen Differentialgleichung S. Ordnung ist bekannt. 
Zunächst hat man die Wurzeln der ihr entsprechenden charakteristischen Gleichung zu 
bestimmen. Durch Faktorenzerlegung kann man sich davon überzeugen, daß sie nur 
komplexe Wurzeln hat: 


Mi 





y (0° — 20°) ‚2ypw u (on — P0°) +17 ‚2up wu —q@%9 u 
u * . ( ro + n 4 1 ') ww? “. ( ) q m j 4 po 1 ) 
gE gE EJ EJ B 
ws (? (09? — Po?) 2, 2y» e\ ir ( (00° — Po?) + q.P0 .,24mw@—-gq4 =)| PN 
gE gE EJ EJ J ; 





Führt man zur Abkürzung folgende Identitäten ein: 


u (wo” — Po”) + 9. po RUE er -m), tm (13) 
Er ’ 











az —— : = : c : 
uf EJ 2gE gE 
so findet man zunächst: 
wW—= —cFid+l\e? —d+ratil2cd+Db). 
Mit den weiteren Abkürzungen: 
/ / ) 2 / F23 2 
y®+f+n V+rf—n 
BE; 4 = —m; -4— }! 4 =—_n 
2 i 2 
gg IFwer 
'yh+f'+h__ Vv®+f—nı 
— c+ V =+m; ee / = np 
2 2 . (14) 
/Ymı? + nm? — mi... Vmi? + nı? + mi __ 
e id 4 . r = }jrj 
VY: +n9? + ma __ h | V m3? +m’— m __. 
r = Ds - . == ry 





sind die acht Wurzeln der charakteristischen Gleichung in den Formen enthalten: 
W1, 2, 3,4 = + (pı + r ;) , Ws, 8 = + (p3 t 12 i), 


Bei Vernachlässigung der Winkelbeschleunigung ist nur c—d=0 zu setzen. Dann 
wird aber 


Ra, =D, mM = mM, nı=nNn, pı =n”=p, rn =p=#r. 
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Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (VI) lautet also mit den aus den 
Gleichungen (13) und (14) hervorgehenden Werten p und r und mit den Integrations 
konstanten A, Bı.... D; 


A. = ebı? (A, sinr, 2 + Bı cosrv; x) re” | C, sin rıx% + I, c0o8 rı X 
+ er? (sin c + Bs cos, x) +ePr*" (G%sinnm ec + D,cosern&). . . (Va). 


Dieselbe Gleichung mit anderen Integrationskonstanten Aı Bi... Dy' gilt für die Schwin 
eungsform B.. Die Gesamtlösung kann aber nur acht verschiedene Integrationskonstanten 
enthalten, so daß die Konstanten der Phase B,, Aı, Bi’... aus den Konstanten der 
Phase A. ableitbar sein müssen. Um diese Beziehungen zu erhalten, setzen wir die 
Partikulärlösungen der Schwingungsformen 4, und B,, die wir wieder ohne Zeiger schreiben, 
in eine der Ausgangsgleichbungen, z. B. (12a) ein. 
Setzt man dann wieder die Faktoren von 
er" sinr&, eP* cosrXc, e"P*sinrx& und er’7’cosrt—=Q, 

so erhält man z.B. für A, B, A und B die folgenden Beziehungen, wenn man sich der 
Abkürzungen (13) und (14) bedient: 

I(p* —6p’r’+r!+2c(p’—r*) - al A+|4rp(r?—p?) 4cpr|B [2d(p? -?)—b] A—4 dprB 


(»'— 6p?r’+r!+2c(p?— r?)—a] B—- [4 rp(r?— p®) — 4cpr]) A= [?d(p?’—r?)—b] B+4dprA'. 


Mittels der aus (14) hervorgehenden Bedeutung der Werte p und r findet man leicht: 
p' 6p?r+r!+2c(pP —r’)—a=FAdpr ! 
\ 


1 


2 m ac z (15). 
Irp (r? D’)—Acpr = F [2 d(p? r) — Di 


Dabei gilt auf den rechten Gleichungsseiten der Gl. (15) das obere Zeichen für die Werte 
pı, rı, das untere Zeichen für die Werte p,, r,, woraus wieder folgt: 





A'—=—Bı, A, =B,; 
GG =D, GG =—D:; 
D,' ne C y Ds _ Us 


Die Schwingungsformen (VIIla) für A, und (VIIb) für B, sind damit wieder die gleichen 
wie die in (IVa) und (IVb) der erzwungenen Schwingungen. 

Die Gleichungen (14) für p und r enthalten noch die vorerst unbekannten Größen 
des Erlöschungsfaktors p, und der Eigenfrequenz ®,, die sich erst aus den Bedingungen 
der Einspannung und Auflagerung ergeben müssen. Nehmen wir wieder das Beispiel 
des am einen Ende eingespannten, am anderen Ende freien Stabes her, wobei das freie 
Ende die punktförmig angenommene Masse des Unterbrecherbügels m trägt, deren äußerer 
Dämpfungsfaktor k ist, so erhält man wieder die Bedingungen: 


a Ion 
für 2 —=0:7=0 und —h, 
or 
ee Gr 087 k' 0%; v 0% m 027 kon 
lür & =!: -—=( und - + —_— _—— 4 G; 
In? 023° EJ0:02° gEOOz EJOE EJot 


Diese vier Bedingungen liefern acht Phasengleichungen für die acht verschiedenen Inte- 
grationskonstanten. Da aber die rechten Gleichungsseiten sämtlich 0 sind, weil bei den 
Eigensehwingungen die erregende äußere Kraft feblt, so sind nur die Verhältnisse der 
Werte Aı Bı... D; bestimmbar und die Verträglichkeit der Gleichungen bei nicht ver 
schwindenden Werten der Integrationskonstanten verlangt, daß die Determinante der acht 
Gleichungen verschwindet. Diese Determinantengleichung ist die fehlende Perioden- 
gleichung für die Werte p und ®,. Sie muß, da dies zwei Unbekannte für nur eine 
Gleichung sind, in zwei Gleichungen sich zerlegen lassen. Um dies allgemein nachzu- 
weisen, denken wir uns aus den Bedingungen für das eine Ende (wir wählen dazu das 
eingespannte Ende) die unbekannten 4; B, ©; D, eliminiert. Wir erhalten wieder, wie 
bei den erzwungenen Schwingungen: 


2 As = A, — B, a C + D, (it a), 2 Cs = — A, — B, + C + D; (2 a), 
Bea -a—n (ib), D=-h—-B+G-D (sb) 


Mit diesen Werten erhalten die Gleichungen für das andere (freie) Ende die nach- 
foleenden Formen, indem man für die Phasengleichungen b) nur in den Phasenglei- 
chungen a) A, durch B,, Bı durch A,, Cı durch D, und D, durch — Cı ersetzt und die 











T 


® 
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\ 
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Faktoren von Aı Bı © D,, die in Wirklichkeit Funktionen von p und ®», sind, allgemein 
lurch «&, fı . - . 63 ausdrückt. 


a Ar + Pı Bı + Yı Cı +0ı Di=0 (3a), Pı Aı —dı Bı — dı Ch +Yı Di=0 (Sb), 
(Lg A; + Da B, +73 C + O5 D, == ( (4 a), Da 4A, == (ie B, — Öy C — 72 D, — () (4 b). 
Die Determinante dieser Gleichungen = 0 gesetzt ist die Periodengleichung: 
(£ı Pi ’ı Ö, 
I u —6 
ie - a ch 2, (VIII. 
@2 Pa Y3 03 
Pa gg  —6y Y3 


Die Auflösung dieser Determinantengleichung ergibt nach einiger Umformung: 
dı Pı) (ya + Ö,) u; (0; + Ps) (71 t d,)]? —+ (ei Pı) (72 ni Ö,) Pr (tg " Pr) (yı d,)]? == U, 


Die linke Gleichungsseite stellt die Summe zweier Quadrate vor, die nicht 0 werden 
kann, wenn nicht jeder der Posten für sich verschwindet; denn die Beizablen «, Pf, y, Ö 
sind reelle Zahlen. Die Periodengleichung zerfällt also in der Tat in die zwei Gleichungen: 


(et, + Pı) (Ya — d,) u (u -h- Ps) (yı + Ö,) == U . . (17a), 
(a — Bi) (Ya — 65) — (ds — Pa) Yı = 6,) = 0 i (17b) 


oder in Determinantenform geschrieben: 
(X z pP — Ö, 


1 8 | u. f 
ee N '=0. . (17a); ee ‚|i=0.. (17b). 
“a +Pa Yırt O3 fa — Pa Yı - Ö3 


Im allgemeinen wird man die Gleichungen nur durch Probieren lösen können, da 
die Größen p und ®, in Exponential- und trigonometrischen Funktionen vorkommen. In 
der Praxis wird man die Eigenschwingungsfrequenzen w, und die ihr zugehörigen mitt- 
\eren Erlöschungsfaktoren 9, die wegen der nicht zutreiienden Annahme der linearen 
Abhängigkeit der Dämpfungskraft von der Geschwindigkeit im allgemeinen nicht konstant 
sind, beobachten und daraus die Werte p und r berechnen. Die KFigenfreqjuenzen wo 
kann man auch aus der ungedämpften Schwingung angenähert erhalten, da ja die prak- 
tisch vorkommenden Dämpfungen die Freqyuenzen nur in sehr geringem Grade beeinflussen. 
Im allgemeinen wird es bei technischen Problemen nur auf den Grundton ankommen. 
Die Richtigkeit der Annahmen wird schließlich an der Erfüllung der Determinanten- 
gleichungen (17a) und (17b) geprüft. | 

5. Die Arbeit der erregenden Kräfte und die Widerstandsarbeit der 
Dämpfung. Die augenblickliche Größe P; der an der Masse m oder an der Stelle x 
der Biegungsfeder wirkenden harmonischen Kraft von der Frequenz ® ist: 

P;= Ar sin ®t—+ B, cos wt = Psin (wt-+ Ö), 
wenn Apr, Br die Phasen, P die Amplitude und Ö den Phasenwinkel der Kraft bezeichnet. 
Der zugehörige Angrifispunkt der Kraft vollführt eine erzwungene Schwingung derselben 
Periode ® und der augenblickliche Schwingungsausschlag 7; wird dargestellt durch: 

m = A sin ®t + B.coswt= (;sin (ot +8). 
A;, B; die Phasen, (©, die Amplitude, &; der Phasenwinkel des Ausschlages n:. 

Die in einem unendlich kleinen Zeitteilchen d? geleistete Arbeit ist 
on; 


d\=P, dt— (Arsin ot + Brcos wt) (A;coswt — B;sinwt)dwt 


ot 
—= Psin (wet +d) O;cos(wt+&)dwt. 


Die bei einer vollen erzwungenen Schwingung von der harmonischen Krait geleistete 


\rbeit wird damit 
Ir 


FL 


— [r. 


ot—=(0 


Mt=n(BA—-AB)—nPGsin(—e) . . . (18). 


{ 
ct 


Die Summe der von sämtlichen erregenden Kräften gleicher Periode geleisteten Arbeiten 
muß, da die Dämpfungen die einzigen Widerstandskräfte sind, gleich der gesamten 
Widerstandsarbeit der äußeren und inneren Dämpfungskräfte sein, die sich in Wärme 
umsetzt. 








2. i Ztschr. f. angew, 
282 Holzer, Biegungsschwingungen mit Berücksichtigung der Stabmasse Math. und Mech. 


Die Arbeit der äußeren Dämpfung an der Masse m mit dem äußeren Dämpfungs- 
faktor %k bei einer vollen Schwingung ist: 
Ir 


% = | (R}”) "ar-akolar +B)=nkolC? . . (19). 


1 
eo» fl) 


Die Arbeit der an der Biegungsfeder wirkenden äußeren Dämpfung mit dem auf die 
Längeneinheit bezogenen Dämpfungsfaktor gq ist für eine volle Schwingung: 


It I I 
} s } or ‚on x m o\ 
= | |‘ dx); dt=ago| (A; -B NW, 
R 2 ot Oft x 
ot U & 0) r 0 


wenn der Dämpiungsfaktor q auf die ganze Federlänge unveränderlich ist, wie wir dies 


Ja auch für unsere Rechnung angenommen haben. Setzen wir die Werte 4, und B., ein, 
so ergibt sich: 


A?+Bi?, 9 ,„BD-A44, 41ı Di + Bı C 
berg we (en! — ) +77 22 m 2 +27 
2 pı r rj 


(1—ecos?rı | 


(1 u e=?Ppı!) 
2 pı 
Ag’ + By’ ’ Ba Da — Ay 09 . Ay Da + Ba C: 
ß : 2 I. sin2n1+ ’(1—eos?r |) 
2 p2 rg 792 
2 2 
C“ + Da (L— e-2Pe)) 
2 pa 
Bı Ba — A, 45 RR 
+2 nl „ler #797 ((pı + pr) 608 (rı 4 RUE SE )D) 
(pı + Pa)’ + (rn + r2)? 
(pı rm 
Aı Ba + Bı Ay 


> — [er rpatı pı + pa») sin (rı +nr)l— (rı + ra) cos (rı + ra 9) ) 
(pı + pa)” r \rı + 79)" 





+ (rı + Rx“ 
Bi Da + Aı Oy | i 
» — „er P2)*((pı — Pı) e08 (rı — r)l + (rı — v3) sin (rı — r;) l) (20). 
pı pe +\irı— 72 u , Yo p:)] 
A, Da — B, (% : 
+2 Bat BB „ler = PP !((p} — pa) sin (rı — r,) 1 — (rı — r,) cos (rı — r,) |) 
(pı = Pa)” + (rı rg) >» r5)) 
Dı Ba + (1 As | 
+ 2 - — „ [e(?a Pı '((pa — pı) cos (ry — rı)l + (ra — rı) sin (ra — rı) |) 
PB" rin r,)” an (p» — pı)| 
D, dag — Cı B B—pı)ll RE j | 
+2 4 „[e'Pa—= Pr)! ((pg — pı) sin (ra — nr) — (nm — rı) cos (r3 — rı) )) 
Po mn’+n- rn) +in- rı)] 
D, Dg C Cs or: 0) I \ . a 
+ 2 - 2 le MP (— (pi t+Pp2) cos (rn + r3) + (rı + 3) sin (rı + r,) l) 
Ben en 
. Io 4 y Y, u : 
+2 | - ——, [e"PıP9l (pi + pa) sin (rn + ra) I+ (rı + 73) 608 (rı + v3) }) 
(pı 4 p3)’ + ı\rı FT rg)“ 
—(rı + no) 
Die Arbeit der inneren Dämpfung wird 
Ir I Ir l 
r ur‘ Eu Pe of 23 2,2 
“| | (# ")atdx+| | (® de) dt, 
i J 0x 0:92? Ot zur 0tOx” 7 0tOx 
ea) f u 42 () 0 () 


da die innere Dämpfungskraft sowohl einen Weg a dt als auch ihr Moment einen Winkel 


ot 


co Zu ö 
( )e zurücklegt. Nach Integration über X ergibt sich: 


u, ‘x 


pn Bo . 2.) 2 2 r)2 
0n On ‚ On On k O’n\’ On \? 
J fr i "| — ii ö dt+| ( | ) —_ ( 5.) dt (21). 
(L do del, ,L Order del, , g #LWEOW, , WEOR/, 
r ek — pP: 
- Ö 


Für unser Beispiel des an einem Ende eingespannten, am anderen freien Stabes wird, 
mr 


r, . Ir . 
da „ für <=! unabhängig von der Zeit —0 und da für r—0 ebenso — —0 ist, 


Ox* ot 


“nn. 


nm 


Ir 


das erste Integral verschwinden und im zweiten Integral wird wegen — (0 unabhängig 


5 
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on der Zeit der zweite Posten wieder = 0, so daß sich für unser Beispiel die Arbeit der 
nneren Dämpfung berechnet zu: 


# 2m 2 

%=/7(; Art er 5 A 
J 2 \0t02’__ 
0 z—=I 


.W 


Bei den freien oder Eigenschwingungen vermindert die Dämpfarbeit die Energie des 
:chwingenden Systems, was zum Erlöschen der Ausschläge führt. Die Energie Ev setzt 
;ich zusammen aus der kinetischen und potentiellen Energie der Einzelmassen und der 
Federmassen und aus der potentiellen Energie der Biegungsiedern. Für Schwingungen 
n horizontaler Ebene ist: 


I 
1 /d r 7 1 P ( 7 2 | y 42 n 2 
Eı = 2|m | + [u ( ) dxz—+ h ( ) dx 
2 Ot B-: en; # g JtÖr 


v 


’ 0 0 (21). 
1 A: n\? 
e fi I( ,) dx —+ konst 
» 0x? 
Ö 
Die Abnahme der Energie (Eu)u»—0 — (Eu)u’—2r ist die bei einer Schwingung ge- 


leistete, mit der Zeit veränderliche Gesamtdämpfungsarbeit, die sich natürlich ebenso auch 
aus den Arbeiten der einzelnen Dämpfungsarten errechnen läßt, was aber im allgemeinen 
zu verwickelten Formeln führt, die man nur im Bedarfsfalle ermitteln wird. 851 


Die mehrfach geführten Wellen in mehreren fließenden Mitteln. 
Von KARL ULLER in Gießen. 


inleitung. Wenn eine Flüssigkeit oder ein Gas zwei Begrenzungen hat — sei es 

eine feste oder eine freie —, dann läßt sich die von den beiden Unstetigkeitsflächen 

geführte Welle nicht mehr in der idealisierten Form einer Planwelle darstellen, weil 
die eine Fläche auf den Bau der Welle an der anderen einwirkt. Berühren sich gar 
außerdem noch mehrere flüssige Mittel und kommt an ihnen eine mehrfach geführte Welle 
zustande, dann ist es infolge der Einwirkungen aller U-Flächen auf einen Wellenteil an 
einer der U-Flächen erst recht unmöglich, die mehrfach geführte Welle aus Planwellenstücken 
zusammenzusetzen, selbst wenn man von der Veränderlichkeit des Wellenbaues in ihrem 
sanzen Verlauf absieht. Die Beschränkung auf Planwelligkeit, die den Grundformeln im 
{. Abschnitt einer Abhandlung '), deren Erweiterung die vorliegende ist, unterliegt, müssen 
wir also in diesen Fällen aufgeben. Auch kommen dann erst alle Gesetze ans Tageslicht, 
die diesen geführten Wellen eignen. Die Formeln, die sich aus der Notwendigkeit der 
Verallgemeinerung ergeben, sind freilich selbst bei idealen Flüssigkeiten ungemein ver- 
wickelt, was erst voll in die Erscheinung tritt, wenn man sie auf eine bestimmte Aufgabe 
anwenden soll. Diese Verwickeltheit schon in erster Annäherung liegt eben im Wesen 
des Problems, das auf keine andere und etwa einfachere Weise dargestellt werden kann. 
Die bisherigen Lösungsverfahren beziehen sich auf wenige, wesentlich einfachere Aufgaben 
und sind auch dann mit geringen Ausnahmen nicht haltbar, wie weiter unten schon an 
einem sehr einfachen Beispiele dargetan werden kann. Das liegt an Annahmen, die ge- 
macht werden mußten. Sie sind wohl zu unterscheiden von Vernachlässigungen, deren 
auch wir, ohne auf das Wesentliche verzichten zu müssen, uns bedienen, aber nur um 
nicht in Mammut-Formeln zu gipfeln. 

Die vorliegende Darstellung, die auch für die Physik der Atmosphären von Bedeutung 
ist, gibt zunächst einmal das Rahmenwerk. Es wird vieler mühevoller Einzelarbeiten 
bedürfen, um es einigermaßen auszufüllen und eine Reihe von praktisch wichtigen Aus- 
sagen machen zu können. 


1. Die Bedingungen für eine geführte Welle von elementarer Schwan- 
kungsform an einer Unsietigkeitsfläche. Wir nehmen jetzt verallgemeinernd eine 
teihe von beliebigen U-Flächen mit den Normalen f an. Die rein hydrodynamische 


I) K. Tiler, Die geführten Schwerewellen an der Grenze zweier fließenden Mittel, diese Zeitschr. 
Bd. 7 (1927), S. 129 bis 136, im folgenden mit I bezeichnet. 

Ueber den Begriff der Planwelligkeit siehe K. Uller, Die Entwicklung des Wellenbegriffes I, 
(Gerlands Beiträge zur Geophysik Bd. XVIII (1928), S. 398 bis 414. 
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Welle von elementarer Schwankungsform in einem homogenen Mittel von der Dichte D, 
das die konstante Flußgeschwindigkeit v hat, ist nach I S 3 von der Form 


Ver; )=grad! (tr; )=rd — !htiw mw. eibt-9) — ;otw*.emibtt-0)) , (1) 
mit 
o—konst 0. . . (2) w+-:divwvw=0. . .. 0). 
Wenn wir zu der letztgenannten Beziehung den korjugiert komplexen Ausdruck addieren 
bzw. subtrahieren, bekommen wir wW?— w’?=divm’; 2(ww’)—= — divw, so daß 
' I« 9 . % „ li ‚9 w’ , 
(w w*) = w” + mw”? = OT ee (3), 
cos” ı 


wenn ”% den Winkel zwischen w und Ww” bezeichnet. 


An der Fläche, in der sich zwei Wellenträger berühren, gelten für beliebige Wellen 
die aus der Kohärenz hervorgehenden beiden wellenkinematischen Efiekte 


wWıe—=W, (Huyghens-Efekt). . . . 2 2.2..(4) 
indem wir wieder mit dem Zeiger ? die Tangentialkomponente eines Vektors andeuten, und 
sn —=(vh)fm DD — (mDH} (Doppler-Eiekt) . . . . 6). 
Aus letzterem ergibt sich 
grad, (wı f} =grad. (wa f) . ern, 
auch wenn (v Ef) unendlich klein ist. Nun ist allgemein 
ET) + A VTIE=- — U rot fl — [Eroet W+ QM [Erotf] + grad, (AD, 
so daß 
(E grad w,.?) + (f grad w,.) = — 2 (w. (m, V)D + 2 {(wı dd + (m; HH (w fl rot Ö 
+2(m.grad.(wf)) . . :. 2.0) 


Für physikalische Grenzbedingungen brauchen wir unumgänglich die substantiellen 
Werte, die wir nach dem Schema 


(oAa’ 


I, I, = dt; r 


he SEN (BOWYAUC; er Er «MM 
berechnen und, wie früher auseinandergesetzt, nur für ein Zeitelement in Anspruch nehmen. 
Für die geschweifte Klammer ist derjenige Wert einzusetzen, der bei Ankunft ?’ des 
Teilchens in r' vorliegt. 
Wir setzen wieder angenähert richtig !’”"w+v(t — 4) und D' > (w'r') + Konst., 
so daß 
,t -— DPD > {vr — vom)! -wW,u—vh) . N . (9). 


Damit kommt in Annäherung 


“ '@ grad Ww? \ 
iv, — vw ee“ / (v Y) ii - __ gr ıC = i ei(vt e D) . ur k (10) 
2 iv — ww 
r — _ 
Nr — 1 zul BER: vWV)Ww .ebwt-d)L ,,. (11); 
| 1 v — (0 W)_) di 


anders wie bei der Planwelle unterscheiden sich jetzt w. und ®, merklich von w und ®. 
Ferner ist wie früher 


P 02 | Ki; 
= — r — (p grad?) + konst. = II — v? — — of — (ww) :e -9).., #; 
so daß nach (8) bei konstantem grad // 
P; Ä er R 
2 = konst. + (v grad /I)t — io!» — (vmw)}-ebt-M - ,,. 
) 2 , 


1 | (w grad IN) — (vb grad (dv Ww)) 
© . o 


Fer NL... | 2 0.5: 
2 v — (VW) 


wenn die örtliche Veränderlichkeit von w wieder nur in roher Annäherung berüchsichtigt 
wird. Wir sehen: Die Abweichung von der Planwelligkeit übt auf U, und P. 
nur dann einen merklichen Einfluß aus, wenn eine Flußgeschwindigkeit tv 
vorhanden ist. 


In unseren Beziehungen können wir vermöge (3) auch schreiben 
grad wW’— — igraddivw, grad vw)= (vVV)w=i:w?-v— rot[vw] (13). 
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An einer U-Fläche, wo zwei fließende Mittel aneinander gleiten, verlangt die Stetigkeit 
on (W,) daselbst nach (11) für die beiden Flüsse (v f) stetig, und für die beiden kohä- 
enten Wellenflanken (v,;Ww}) und (v3; Wy) 
| .(Ew SZ) w) 
o| (wm) — i —— — stetig. 
( } v—(d | ri 

un existiert aber in einer geführten Welle an zwei benachbarten Mitteln, wie in I S4 
‚chon bei der geführten Planwelle bewiesen ist, der Potentialsprung 


93 —-%% .. . (14), so daß dein. . . (15) 
nd 
' u: .Eo, Y)w, au: og .(E (a 7) ws) s 
wd—i; u (wH) +: u (16). 
Beachten wir, daß vw) — — (vH wfl+ mH[vfl+ wiwfl)£, so liefert (13) 
Ev WV)w) =iw’whh+ (vd (froe[fmfl)) + (u. grad (wf)) . . . (1). 


Wir können aber auch durch direkte Zerlegung von vd und Ww finden 
f(v TV) w) = (v. grad. (w E)) + (vB) (fgrad (w f)) - (m. VJ)H+(WH (wElrotd) (17”). 
\us beiden ergibt sich mit (3) die Kontrollformel 
— wm. V)H=- —- mw. V)H=-(VdMdHdivf . . . .. (18), 
die verrät, daß die Flächen (f) nicht stark gekrümmt sein dürfen; denn für (v f) — 0 
verschwindet (v, V)Tf, wie zu erwarten war, da wir vb durchweg als konstant behandelt 
haben, was natürlich bei gekrümmten Flächen in Strenge unmöglich ist. Zu demselben 
Schluß, nämlich daß 
vHddivf und (v.WV)t=klin . . .....(19) 
sein müssen, führt die Ueberlegung, daß (wf) sicher stets unstetig ist, die linke Seite 
von (18) aber stetig sein kann, nämlich wenn beide Flüsse gleiche Geschwindigkeit 


aufweisen. 
Wenn , =0 =b,, liefert (16) direkt 


MED 2: re ar 
und somit auch (w, f)? = (wy f}’. Durch beiderseitige Addition der stetigen Größe w,? kommt 
TA BE ı 
und weiter wegen (3) 
divw, = div w (20), 


Da nun aber div w, — div |E [w £]] = ({w f rot E) — (frot |w£]) stetig ist, so muß div(wf)f 
— (wf)divf-+ (fgrad (wf)) stetig sein, so daß wegen (16)) 


(Egrad (w, DH) + (grad (m H)=0 . . . .  ; ı 
und weiter 
div(mdf=0=(whdivf+ (fgrad(wf). . . 2.2....(22). 
Die Beziehung (16') hat aber zur anderen Folge, daß wegen (6) 
grad. ( WıD=0=grad (m f). . . 2 20202. (23), 
lso (m D= — (waf)=konst. längs ein und derselben Trennfläche zweier Mittel. Und weiter 
grad. m.’ = grad, w’—= — igrad.dvw= —igrad.div[t{wfll . . (24), 
sowie nach (7) 
(Egradw,..) + (fgradw, )=- —2(w (wm V)D) . . 2.0. 0..(85), 


was eine kleine Größe ist. Zwischen (w f)? und ww.’ besteht nach der Wellengleichung (3) 
ind nach (22) an U die Beziehung 


mi—= —wm?+i(lret wi) —i(lwflrtDd . . . .....(26) 


n Gestalt einer Differentialgleichung. 
Denken wir uns hieraus (w, f) und (w, f} entnommen und in die später noch anzu- 


zebende Druckgleichung (mit v = 0) eingesetzt, so liefert diese die Fundamentalgröße \ m.?, 
vomit dann, wenn die Richtungen von W;, und iw,’ bekannt sind, ww, und ww; angebbar sind, 
ınd somit schließlich auch ®,, und %,, bis auf eine Konstante, sowie außerdem der 
Doppler-Eiffekt v, — »,, der für jeden Standort existiert, der nicht in der Ü-Fläche selbst liegt. 

Das gleiche Lösungsziel muß aber auch zu erreichen möglich sein, wenn die Fluß- 
'eschwindigkeiten v, und vs 4:0 sind, von welchen aber die Beziehungen (4), (6) und (26) 
ınabhängig sind. Verlangt werden beiderseits und längs U die 5 Größen (w, f); (mw); 


19 
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\w,?; (£ grad (w, f)); (fgrad (mw, Ö)), wodurch dann w und grad (vw) —=(vVY)w nach (17 
und (13) angebbar sind, Größen, die nach (11) und (12) auch nötig sind zur Darstellun; 
von ®, und P,. Zur Verfügung stehen aber an U nur 4 Difierentialgleichungen, nämlic! 
ie eine von der Form (26) für jedes der beiden Mittel — wobei wir rechtsseitig — dis 
(wf)f wieder anzufügen haben —, sowie (16) und die alsbald anzuschreibende Druck 
gleichung: die Gl. (6) gibt nar eine Koppelung der Differentialquotienten von (wı f) und 
(ws #). Daraus geht hervor, daß entweder Gl. (16) oder die Druckgleichung zerfallen muß 
Wir können zeigen, daß ersteres der Fall ist. Wir setzen also 
wid) +mD=0. . . . 20.20.00. (te) 

und 

tw, VW) “ (E (da W) Ws») 


5 Me | >; : 
ı . Dj W;}) & Kusı (Va 10,5) 


Da nun (16) identisch ist mit (16), so sind auch die Folgerungen identisch. Demzufolge 
ist gemäß (17) (£(vV)w) stetig. Dann aber muß nach (16”) (f(vW)w) verschwinden 
In der Tat ist nach (17') mit Rücksicht auf (3), (22) und (23) 


FarwWw)=(gradpw))=(wHh(wflred>0. . . .. ..(1e"), 


denn (18) entsprechend muß rot f eine kleine Größe sein. Diese angenäherte statt strenge 
Erfüllung kommt aber nur daher, daß wir durchweg v als konstant behandelt haben, was 
natürlich bei gekrümmten Flächen in Strenge unmöglich ist. Auch ohne die Einschränkung 
(18’) läßt sich unsere Aufgabe auf gleichem Wege streng lösen, nur werden die Formeln 
viel verwickelter. Es gelten also die Formeln (16) bis (26) auch im Falle, daß 
beliebige Flußgeschwindigkeiten existieren. Man sieht nun, wie nützlich es war 
zuerst die geführte Planwelle darzustellen. 


Hervorzuheben ist das Ergebnis: Längs ein und derselben Trennfläche 
zweier fließender Mittel haben in der geführten Welle (w,d= (w, f} sowie 
o, (w, = w; (m, f) einen konstanten Wert, abhängig infolge der Druckbedin 
gung von den beiden Flußgeschwindigkeiten, den beiden Dichten, der Ka 
pillarkonstanten sowie von der Frequenz und Dämpfung der Welle. Dieser 
wichtige Satz ist eine Folge des Potentialsprunges in einer geführten Welle und des 
Doppler-Efiektes; er unterliegt einstweilen noch der Voraussetzung, daß die Wellenformi 
von konstantem Typ ist entsprechend dem Ansatz (1). 


In dem Satze spricht sich deutlich eine Führung der Welle durch die 
U-Fläche aus. Die erwähnte Konstanz bedeutet natürlich nicht, daß die Amplitude von 
(WE) längs U konstant sei. Denn da iv komplex, existiert nach (I!) neben der normal 
gerichteten auch eine tangentiale Verlöschung, und zwar in rein exponentialer Form. 
Der Aus- und Einlauf einer beispielsweis axialsymmetrischen, geführten Welle geschieht 
also keineswegs nach Zylinderfanktionen. Jede beobachtete Abweichung von der ange- 
gebenen Amplitudenabnahme bei der Fortpflanzung ist auf Reibung und andere Einflüsse 
zu schieben. Vielfach ist nach (24) auch w,? längs der U-Fläche konstant. Dann gilt das 
gleiche auch für w° und divWw, im scharfen Gegensatz zu der freien Welle, in der mit 
zunehmendem Abstande von der Quelle div w und w allmählich verschwinden. 

Schließlich verlangt die Druckbedingung P:, Pı.,= — cu div’, worin cıa die 
Kapillarkonstante und div F die mittlere Krümmung der gewellten Fläche bezeichnet 
Für letztere bekommen wir wieder angenähert 


2 
eo Wr“ 


3’ | . EHI) W ! 
dive-— ı,} (wi) —: Ed du 27 Bye er 
"lr— wit wäl| — (VW) v 27), 


2 


nachdem wir wieder die Normalverschiebung eines Punktes von U, nämlich [— G— / dt (®.t 
mit Hilfe von (15) in I S 3 angenähert berechnet haben; man verbessere dort die Druck 
febler (WE) statt (WS, E) und (16) statt (15). Mit Rücksicht auf (12), (14), (16"") und (23) 
wird nun 


\(\v» grad /l) (Vyr grad: (Vs: W;)) \ 
D; ) 5.3 its (d; Ww,)} | 
vo )y W, 
(ww; rad //}) (Br: zrad: (VD, 2: Wr)) 
+ D, Se H iin — (dı Wwı)) (25) 
”; 'ı Wı) 
14“ 
+ Üı2 (mW, f u 
N vbcawit 
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abei kann (v, grad, (v,w,)) im Hinblick auf die Identität (13) mit rot, |wf] = — [fror w,] 
>» (w, V)E+ m, divf auch auf die Form gebracht werden 


grad, (vb w))=:iWw?- m? + ([v flgrad, (v|wEfl)) — w[wfl) (w. rot) 
+ HMH (PVlrd + hm. w) + m Hin? +2(wWHNsdivf . (29), 


Pi 


‚orin aber nur die beiden ersten Glieder von Gewicht sind 
Außerdem verlangt (12) noch 


D; (Va grad I1;) un D, (v} grad I, ) =) . j . R . . (30). 


Sehr zu beachten ist die Feststellung, daß an der Berührungsfläche je zweier 
Mittel oder je zweier Teile ein und desselben Mittels mit verschiedenen Flußgesehwindig- 
keiten das Geschwindigkeitspotential einer geführten Welle stets einen Sprung ins ent- 
segengesetzte Vorzeichen aufweist, und daß deshalb mit Rücksicht auf (4) daselbst stets 
(leitung, verursacht durch diese Welle, statthat. Gleitung deutet aber in einer wirk- 
ichen Flüssigkeit auf Wirbelbildung hin, wobei neben der Zähigkeit auch die Dichte und 
die Flußgeschwindigkeit beider Mittel eine Rolle spielt. Eine geführte Welle der 
Fluidik ist eine Ursache von Wirbelbildung; in Atmosphären-Schichten ent- 
stehen so elektrische Ladungen. — Weiter folgt aus der Existenz der Zeichen- 
umkehr von ® beim Durchgang durch die /J/-Fläche, dal man nicht erwarten darf, mit 
unseren Gleichungen für eine gebundene Welle im Grenzfalle 4; =0, Dı = D,, dı = b; 
die Welle in einem homogenen, ruhenden Mittel ohne /-Fläche zu erhalten. Denn der 
Vorzeichenwechsel an der vormaligen, ausgeprägten U-Fläche bleibt bei diesem Grenz- 
übergang erhalten. In dem wenannten Grenzfall wird (w, I) = (w, £) -o, d.h. 
es existiert eine gelührte Welle von unendlich kleinem Betrage und ebensolcher Fort- 
pllanzungsgeschwindigkeit. 

Verzweigt sich die 'I'rennfläche, indem ein drittes Mittel hinzutritt oder Teile ein 
und desselben Mittels verschiedene Geschwindigkeiten haben, so entstehen an den Ver- 
„weigungslinien nach obigem notwendig Unstetigkeiten von (wf), w,” und ®, was Re- 
lexionen von geführten Wellen zur Folge hat, die von den ankommenden geführten 
Wellen gespeist werden. Alle die erwähnten Gesetze ist das bisherige Verfahren ganz 
außerstande ans Licht zu heben. 

An einer freien Oberfläche haben wir für eine geführte Welle nur die Druck- 


bedineune Pı:—=0; P,.= — ce div, also nach (12) und (27) neben 
DEE EO., .„ se 4 
v grad ID — wWgrad WW)  . e w.? . Ev T)Ww) | 
hai +Hiiv (vw)% +4 | (w ft) / ia (28). 
v — (VW) Dr—wdwb v— (ww) ) 


Diesen Ausdruck hätten wir auch aus der Druckbedingung (23) für die Zweimittel- 
Welle herleiten können, indem wir dort D, = 0 setzten. Da in den übrigen Bedingungen 
der Zweimittel-Welle die Dichte nicht vorkommt, so können wir — es liegt nahe, so zu 
chließen — uns den angrenzenden leeren Raum mit einem ilüssigen Mittel von unendlich 
kleiner Dichte erfüllt denken. Dann ist unsere Oberfächen-Welle identisch mit der Zwei 
nittel Welle an dieser Trennfläche. Dieser Schluß ist aber verfehlt. Denn für eine 
einflankige Oberflächen-Welle gibt es keine Wellenkohärenz-Bedingungen (4) und (5) mit 
ihren weitreichenden Folgerungen. Die Oberflächen-Welle ist somit grundsätzlich 
‚erschieden von der gebundenen Welle an zwei Mitteln, von denen das eine 
eine äußerst geringe Dichte hat. Zwar wird auch sie geführt, indem sie die Be- 
dingung (28) an U zu erfüllen hat, jedoch bei weitem nicht so straff, wie die Folge- 


rungen (16) bis (26) für die Zweimittel-Welle verraten. — Es sei die Oberfläche eine 
\iveaufläche, so daß (w, grad, /I)— 0, und außerdem das Mittel in Ruhe v=0). Daun 


erlangt (28') 


(E grad /J) + 2 w.?r grad. (wF) + z wAerad.w’—=0 . . . 61) 


“s ist hier nun nicht, wie bei der Zweimittel-Welle, grad, (wf) — 0 und infolgedessen 
“— konst., also w? — konst. längs /”. 
An einer starren Begrenzung haben wir für eine geführte Welle nur die Ge- 
chwindigkeits-Bedingung (W, — v,H) = 0, mithin gemäß (11) und (17 
Ir — vw)}wH + MWHW?’—zwd(froe |wfl) -—iw.grad WO) =0 . (32); 
ie ist nicht aus (28) zu gewinnen, indem man /, = = setzt. 
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Man erkennt, daß die Grenzbedingungen an den drei möglichen Ü-Flächen nich 
ineinander übergehen können. Wir dürfen daher nicht erwarten, daß Aufgaben mii 
mehreren Mitteln sich zu solchen mit weniger Mitteln spezialisieren lassen. 

Wir sind nun imstande, die dichtbeständige Welle in einem Fluß, an einer Woge, 
in einer Wasserglocke oder in bewegten Atmosphären-Schichten wiederzugeben, ohn« 
\nnahmen, wenn auch mit Vernachlässigungen, Auigaben, die bisher der einwandfreien 
Analyse widerstanden. Selbstverständlich liefert die Kenntnis der Bedingungen an den 
/-Flächen noch nicht ohne weiteres die strenge Darstellung der Welle in allen Feld 
punkten. In der Atmosphäre sind zwar die Dichtenunterschiede gering, jedoch können 
die Flußgeschwindigkeiten erheblich differieren. Von einigen ganz spezialisierten Unter- 
fällen abgesehen, ist es unmöglich, die mehrfach geführten Wellen durch Standwechsel 
von Stationarität aus zu gewinnen. Am besten veranschaulichen das einfache Beispiele. 


2. Zwei einfache Aufgaben. In ihnen setzen wir voraus, daß w, und w, 
parallel sind, wie es vielfach der Fall ist, so daß [w, w.*] = 0. 

a) Eine Flüssigkeit ruhe über einem ebenen, horizontalen und festen 
boden (£=%) im Schwerefelde und habe ungestört die freie Oberfläche 
(z2— 0). Die von den beiden /-Flächen geführte Welle sei darzustellen. 

Die z-Richtung falle wie früher mit f zusammen und gehe parallel grad // nach 
unten. Wenn w, die Richtung von x hat, dann hat in einem Rechtssystem |w f] die 


a om Hl, Iw i 
Richtung von —y, folglich ist (£ rot |w £]) — Et ‘, so daß im Innern nach 
Ox 0x 
(3) S I wegen divf—-0—=rotf erfüllt sein muß 
Iawf ’ En OWw N ; 
iwht+ eu ne 
()2 . \ x , 
An der Oberfläche //,, wo z2= 0, muß nach (28') S ı, (fgrad //) =yg gesetzt, gelten 
a\ C 2 . 2 
(wR) + walrie—o a a 
und am Boden Us, wo 2=2%, nach (32) ebenda 
hack Pe ae a a a 


Die Wellenerregung sei nun derart, daß (wf) lediglich eine Funktion der Tiefe z sei, 
und Ww, lediglich eine Funktion der Entfernung z — x von der Wellenquelle in der 


Ebene x,. Bei einer solchen zylindrischen Erregung muß nach (1) gelten 
Im u De u at 4 
| — : wi’ =iw’; _ —im’=—ia? LE + 
UR UxX 


worin « eine von x und z unabhängige Größe sein muß. Wenn nach (31) an U, w. 
nicht von x abhängt, so wird das bei unserer Erregung auch im Innern nicht der Fall 
sein, so daß nach (1’) daselbst 


Yw?=0u ...0.6): wi)=ia.tghiak —Aa)} -» -» -» » B). 
Die Bodenbedingung (3) ist mit (5) ebenfalls erfüllt. An der Oberfläche (2—= 0) wird 
nach (2), (4) und (5) verlangt 
ce (a 2° 


\@ 20) tgh (« 20) ß Is —- nu — y? Mn . .» RT (6), 


ZU 


eine Beziehung zwischen lauter Konstanten, wie es sein muß. Sie dient zur Berechnung 


von @«—Vw,. Aus (5) ergibt sich noch 
SE NIE. OEMRG:2....._TFERGERERER. 5.2 er er 
Oz cosh“ a (2 — 20) 
Weil div w, — — (frot [w f]) verschwindet, ist nach (3)S 1 w’—= — ilfgrad (wf)] F 0, d.h. 
die Bahnen der Teilchen in der Welle sind infolge der Bodenrückwirkung nicht mehr 
Kreise, sondern Ellipsen, auch nicht an der Oberfläche. 

„—S+tgh$ ist für alle reellen Argumente 5 stets reell und positiv. Wenn somit 
e=0 und vr’ — (0, ist nach (6) « für alle möglichen Werte der positiven Größe v'? zug 
reell. Bei Abwesenheit von Oberflächenspannungen und bei ungedämpften 
Sinuswellen existiert also gemäß (4) kein w/', keine Tangentialverlöschung; 
man beachte, daß zwischen Dämpfung e=”"! der Quelle und Verlöschung e‘”’") der Welle 
unterschieden werden muß. Ferner ist dann nach (5) der Verlauf von (wf) mit der 
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iefe unperiodisch, und zwar it wWHD)=0; (W"ÜHE-=mw nach oben gerichtet, wobei 
in Betrag vom Werte 0 am Boden nach oben hin monoton zunimmt bis zum Werte 
.tgh (@' 2.) — v”/g. Die Wellenflächen P' — konst. sind wagerechte Ebenen, die um so 
ichter beisammen liegen, je mehr man sich von unten her der Oberfläche nähert; die 
‚mplituden nehmen demzuiolge von unten nach oben zu. Die Wellenflächen D' — konst 
ind, weil w’ —Ww' = konst., gleichabständige, vertikale Ebenen. 

Wenn ec 0, ist (6) eine kubisch-transzendente Gleichung von der Form 


&8+pS5+g:otgh$=0 mit l=azı, p=Dgzm’e und g= — Dr’z’le (6). 


e]bst wenn v' oder »" verschwindet und cotgh’ reell wäre, hätten wir eine positive 
)iskriminante, wären also neben einer reellen Wurzel auch zwei konjugiert komplexe 
Vurzeln von & möglich. Und alle Wurzeln, auch wenn sie alle komplex, haben physi- 
alische Gültigkeit. Wenn also Oberflächenspannungen vorkommen, so treten 
selbst in ungedämpften Sinuswellen auch komplexe @ auf. Anderseits ist 
n gedämpften Sinuswellen selbst bei Abwesenheit von ÜOberflächenspan- 
‚ungen stets « komplex. Wenn aber «@ komplex, existiert nach (4) ein konstanter 
und endlicher Wert von w.’, mithin Verlöschung auch in der Wagerechten, sowie ein 
‚ariabler Wert von (w’f), somit Phasenbewegung auch längs der Lotrechten. Da weiter 
Iann die hyperbolischen Funktionen periodische Glieder enthalten, existieren dann auf- 
und abschwankende Werte von (wf) und (w”f) längs der Tiefe, sowie nach (7) und (8) 


Werte von (grad (wWH)) = — 2 (w’w’”). Die Wellenflächen ®; ®" sind nun ge- 
krümmt und gewellt — um so mehr, je näher der Oberfläche — und liegen nicht 


mehr normal zueinander. 

Wenn « reell, läßt sich unsere Welle ausnahmsweis durch Standwechsel von 
Stationarität aus gewinnen, weil eben nur Ww, existiert und (wtf), somit das fiktiv 
tationäre Feld längs der U-Ebene ohne Veränderung der Konfiguration sich verschieben 
läßt. Diese bedingte Zulässigkeit läßt sich aber nur von unserer Theorie aus beurteilen. 
Denn wann « reell, vermag jenes Verfahren nicht zu bestimmen. Das Ergebnis stimmt 
mit dem unsrigen in diesem Untertalle formal überein, wenn wir berücksichtigen, daß 
nit Hilfe von (5) e!'— em") (fr) — cosh @ (z — 2) wird. Diese Rechenweise und jede 
andere, die von unserer Theorie verschieden ist, versagt aber, sobald « komplex ausfällt. 
Und das ist fast immer der Fall. Nicht einmal, wenn ein ruhendes Mittel vorhanden ist, 
das an den leeren Raum grenzt — ein Fall, wo das Verfahren des Standwechsels an sich 
als selbstverständlich korrekt erscheint (siehe I S 1) —, liefert es sichere und allgemeine 
ürgebrisse.. Es geht nicht an, daß man in den nach diesem Verfahren erhaltenen 
Spezialformeln etwa « komplex ansetzt, weil dann ja w.” und (w’f) Werte existieren, die 
das Verfahren des Standwechsels unbrauchbar machen. Uebrigens weiß das bisherige 
Verfahren, das obendrein mit zu engen Begriiien arbeitet, mit komplexen Werten be- 
ereiflicherweise nichts anzufangen; es hilft sich mit der Deutung, daß sie labile Verhält- 
nisse anzeigten. Darauf wird später noch besonders einzugehen sein. Nur nach unserer 
heorie kommt man allemal annahmenfrei zum Ziel, d.h. man ist imstande, die Wellen- 
üchen ®'— konst. und P" — konst. in dieser gebundenen Welle anzugeben, ein Zeichen, 
daß man es mit einer Theorie zu tun hat und nicht mit einem ad hoc zurechtgelegten 
Verfahren. 

Das Verhältnis der Amplituden an Oberfläche und Boden berechnet sich nach I 84 
unter Berücksichtigung von (mw w*) — (w. w,*) + (wPH) w*f) und unter Benutzung von 
v,w,*) — @«* nach (4) sowie (5) und (6) zu 

/ 2 (v v*)? 
V! > V> = 17 1—+ tzh Ü %o * th a So u m . . . (9), 
k f 21 $ ; ze 
aarfg+ ar ig- ur 
in Ausdruck, der nur bei reellem « für alle 2, nicht größer als V.2 werden kann. 

Es sind soviele geführte Wellen möglich, als (6') Wurzeln hat, also ohne Über- 
ächenspannungen eine, mit dagegen mindestens drei. Die Frage, unter welchen Um 
(änden die eine oder die andere auftritt, stellen wir zurück. Daß Oberflächenspannungen 
(orizontalverlöschungen in der Welle hervorrufen, ist keineswegs eine nur diesen eigen- 
imliche Wirkung. 

b) Zwei Flüssigkeiten — die eine mit freier Oberfläche — ruhen über 
inem ebenen, festen und wagerechten Boden im Schwerefelde; die von den 
rei U-Flächen geführte Welle sei darzustellen, 
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Außer der Wellengleichung (Il) in jedem der Mittel muß sein: an der Oberfläch 
U, wo z= zı (negativ), 


; . c 9) wer‘ / \ 
(wm, Dig -+ TIER EU. „ 55 re A 


D 


nach Gl. (28) S 1, an der Zwischenfläche U,, wo z=0, nach S 1 Gl. (4), (14), (16), (2 
und (25 


wWe—=W, (1), or, — 0 (12), mw dDd- (w, DD) = konst. (13), 
(grad (wm, f))=0 = (fgrad(m f)) . . . 2 2020... (14), 
Igradw,. )=0=(Igradm.’)) .:. : 2: .:.:.. (15) 


ferner die Druckbedingung nach (28) ebenda 
D, ia wm, d)g+ir’ + D tw Ey rt} + ca (ma Bw, — 0 
oder im Hinblick auf (1) und (14), da ow./dx—=0 sein soll, 


Cı2 ı y* D; D, 





197 D; 2 u, 9° 4 ww, 5 . 1 Ds +Dı ee Ze (16) 
sowie schließlich am Boden U;, wo z=z (positiv), nach (32) S 1 
ee ER 
Ks sei wieder die Wellenerregung zylindrisch, so daß nur Abhängigkeiten von a 
und z in Frage kommen können An U, und U; hängt (wf) nicht von x ab. Wi 


nehmen deswegen an, daß dies auch an U, gelte. Nach (31) S I ist denn dort auch w 
frei von x. Wir dürfen deshalb weiter annehmen, daß w,? und (wf) überhaupt nicht 
von x abhängen, was natürlich nicht besagt, daß die Wellenberge längs & konstant 


seien. Jedoch abweichend von den geführten Wellen ohne Zwischeniläche U, — gibt 
es hier keine Erregungsart, die w,? auch unabhängig von der Tiefe z zur Folge hat. 


Die Lösung läßt sich nämlich infolge der zusätzlichen Bedingungen nicht auf (4) auf 
bauen, auch nicht auf der integrablen Erweiterung w?—=« {1 -+ 6/cosh? u (z — 2o)\ 
Unsere dreifach geführte Welle hat durch U; eine andere physikalische und 
deshalb auch analytische Struktur: sie zeigt selbst in horizontaler Richtung 
keine einheitlich durch die ganze Tiefe gehende Wellenbewegung und 
Wellenlänge. Sobald also zwei Flüssigkeiten übereinander geschichtet sind, ist es mit 
einer horizontal gemessenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit, unabhängig von der Tiefe, 
vorbei. Auf der Annahme dieser Unabhängigkeit beruht aber die Möglichkeit der An 
wendung des Verfahrens des Standwechsels von Stationarität aus zur Darstellung dieser 
Welle. Ein äußeres Zeichen dieser Verfehltheit ist, daß das bisherige Verfahren ') in 
diesem Falle Gleitlosigkeit an der Zwischenfläche errechnet, was niemals möglich ist, wie 
oben auseinandergesetzt wurde. 

\Wenn wir von der Kapillarität absehen, muß bei positivem „, also bei 
stabiler Schichtung, (w, D zwischen U, und U, einen Vorzeichenwechsel 
aufweisen, also durch Null oder Unendlich gehen, wovon letzteres hier ausgeschlossen 
ist. Denn nach (10) und (16) muß für c=0 sein 


wi), mh =-—-,ı WM .: .:.....(18). 
Bei Außerbetracht der Kapillarität stehen die Vertikalamplituden an UV, und 
U; im Verhältnis von (, — D,):(D,-+D\). 

Die Integration der Welle läßt sich schon in dieser Aufgabe heute noch nich! 
meistern. Wir gehen versuchsweise weiter, uns auf den nun ungefähr bekannten Verlauf 
von (wE) mit der Tiefe stützend. Mit Rücksicht auf (18) lassen sich die Bedingungen 
(10) bis (17) erfüllen, wenn wir setzen 
a 312 


= (19); (w3 U) = ie . (20) 


3 =: 312 
\ro Pi A 


m; r . 2 (£ 


mit «“,, & und y als Konstanten, so daß 


i om f 6.2? 
tgrad(w fd) — —imy a a ET (21), 
2 oa —- 2 
Ä ; owb . 6 2? (20? — 2? r 
(f grai (m, Ü)) — u? > MB. a u EEE 
g ( - ) ra) z u 0° = 23,2 > yya / 


') Love, Lehrbuch der Hydrodynamik. Teubner, Leipzig. 1. Aufl. 1907, S. 438. 
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ınd, da nach (1) w’= — (wf)? ia(wf)/dz, 
3 Io? — 29)? — yY? 6 »° a 
wie“ 4,” Ns ee ae ee A 
(z0” —. t ‘ (= ‚3 29)’ 
(3 3,4 2 (-,3 
’ re zu” — 2°) 6:2” (:0 3”) 
Wy,? = My" 4 3.2 Tasse 2; g) 3,9 12 (24 | 
(20? — 2)? + y, (20? — a)” + yy° 


Kleine «© machen die Welle klein, große « aber auch, weil sie eine starke Ver- 
öschung bedingen. Wenn z= -- © werden kann, verschwindet daselbst (f grad (wf)), 
während (mw)? und w,” endlich bleiben, wie wir entsprechend der vorangehenden Aufgabe 
erwarten müssen. (fgrad (wP)) verschwindet aber auch für z= 0, ebenso (fgrad w.’). 
Bedingung (13) verlangt 


19) 


= Rn u. La: aa (7, Pr ) £ L 1) zueigs, >F 
2 -() “i) -0 0 
womit dann auch zugleich die Stetigkeit von w,? gewährleistet ist. 
Bei Außeracht der Kapillarität folgt aus den beiden Druckbedingungen nach (1S) 
Pe „312 Y Pr ı 


u u en 4 Be $ 30 P DYMB 
(2 a „32 = 1 7 R also R il (21 o)ı' —, cesetzt : . (26), 
“() “| “() 


y= 20° ET on; © 2 U SEESRa ; .; ? 
1 +75 
worin 2 der Wert von 2 sei, bei dem (19) zufolge (w, f) bei positivem 7 verschwindet, 
wenn y positiv ausfällt. Untersuchen wir y als Funktion von „=(D, D,):(D +D:\). 
\lle möglichen Werte von 7 liegen zwischen — I und +1. Für y=Db ist y-=„'! [I >0. 
Mit wachsendem 7 nimmt 7 monoton ab. Bei negativem 7 steigt 7 von 2,°{ an monoton 
bis + ®, welcher Wert bei 7. — 1/{ erreicht wird. Hier springt 7 nach —» und 
nähert sich dann steigend der Abszissenachse, die bei „= —- 1 erreicht wird. Daraus 
seht hervor, daß nur bei positivem Werte von z’ existieren können, die kleiner als 
z,, sind. Bei negativen 7 findet somit nach (19) im Intervall (0 <z <Tz,) kein Zeichen- 
wechsel von (wı f) statt. Das ist, was Bedingung (18) verlangt. 
Aus (10) folgt weiter in Verbindung mit (26) und (25) 


PURE AET 164 ı) (27): u us ea E, ( Be (28) 
en i en [0 -h, ’ r4 - f} x 6 #6 r e ui .:) 
u .) 


g \w 9 
womit nun alle drei Konstanten festgelegt sind. Bei Außeracht der Kapillarität und reiner 
Sinus-Erregung (v" — 0) oder reiner Exponential-Erregung (v' — 0) fallen die beiden « reell 
aus, so daß w,? reell und (wf) imaginär, d.h. es existiert dann nach unseren Formeln 
nur wagerechte Phasenbewegung und nur lotrechte Verlöschung, aber natiirlich wagerechte 
und lotrechte Amplitudenkomponenten. 
Mit (26°) wird 
ee ee: ig te 
nS+1 
welcher Ausdruck für positive 7 stets positiv ist. Bei positivem ,, also bei stabiler 
Schichtung, sind mithin die beiden « stets positiv, so daß gemäß (23) 


WED et ee et TR 
ausfällt. An der Oberfläche U, ist die große Achse der Bahnellipse wagerecht, die Ampli 
tıde größer und die Wellenlänge kleiner als an der Zwischeniläche 7,. Bei der Abszisse 


z ist die Verlöschung am geringsten, die Welle dort am ausgeprägtesten. Der Ort ist 
daran erkenntlich, daß dort Strichpolarisation in der Welle herrscht. 


Bei negativem 7 ist «&, zunächst negativ. Bei dem kritischen Werte 7. = — 1/{ 
springt &, von —» auf +» und fällt von dort aus ab bis auf den Wert »°g für „= — 1. 
Auch «s ist für negative n zunächst negativ. Bei 7. springt es ebenfalls von 2 auf 

», fällt von dort aus ab, aber durch 0 bei n= — (+ 1)/2 { gehend, auf den Wert 


— y*/ . 
dem instabilen Intervall (7. <y<0) sind somit «, y und « y beide negativ, 
mithin 

(Wi .):, < (m 1?)o a . (30b). 
An der Oberfläche U, ist die große Achse der Bahnellipse lotrecht, die Amplitude kleiner 
und die Wellenlänge größer als an der Zwischenfläche D,;. 











| : . y R Ztschr. f. anzew 
Pollaczek Geiringer, Poissonsche und willkürliche Verteilung Math. und Mee! 


292 


In dem anschließenden instabilen Intervall (- 1 <n<n.), wo y negativ ist, isi 
“, y ebenfalls negativ, zunächst auch « y, so daß das gleiche gilt, wie unter (30b 
Jenseits des Wertes „= — ({ + 1)/2{ ist aber & y positiv, so daß dort wieder 
(w?.):, > (w},) ist. Obgleich bei 7. die 7, @,«, einen Vorzeichensprung haben, erleiden 


(w’ #) und Yw,? einen solchen nicht. Und obgleich die Amplitudenkomponenten (w” f) 


und Vw,? dort unendlich groß ausfallen, so ist doch die Welle kaum merklich, weil die 
Verlöschung e(® Y(!\) ungeheuer groß ist. 

Wenn y/2," = 1, ist @& —= #?/g-(+1)/{; @=0. Dann ist (ws) und w.?— 0 für 
Werte z |: 0. Die Welle ist auf das obere Mittel beschränkt. Der Fall tritt nur bei der 
durch „ = — (© + ı1)/2 { bestimmten instabilen Schichtung ein. y/2° = 1 ist nur für 
zı/2=0 möglich. Dann ist « = 0 — «&. Wenn das obere Mittel sehr dünn ist gegen 
das untere, gäbe es somit bei keiner Dichteverteilung eine merkliche, dreifach geführte 
Welle. Wenn auch dieser Grenzfall durchaus nicht einen llebergang zu der voran- 
gehenden Aufgabe mit nur einem Mittel mit freier Oberfläche bildet, so ist doch diese 
Folgerung unannehmbar; wir müssen auch dann «, und “ |: 0 verlangen. Wenn somit 
2,/zo einen gegen 1 kleinen Betrag hat, sind unsere Formeln unbrauchbar. 


Unsere Darstellung liefert zwangläufig (f grad (w f)) = 0 am Boden, somit auch nach 
(1) und (17) m”, = 0. Unsere dreifach geführte Welle läßt danach die Flüssigkeit am 
Boden in Ruhe, wenigstens hinter der Front. Infolgedessen herrschen dort nach unseren 
Formeln syncehrone Druckschwankungen, im Gegensatz zu der Welle ohne Zwischen- 
fläche U,. Das kann natürlich in Strenge nicht gelten, verrät aber, daß die Welle dort 
große Geschwindigkeit hat. 


Bei Berücksichtigung der Grenzflächenspannungen fließen aus den Bedin- 
gungen (19) bis (25) Formeln für «, « und 7, die natürlich sehr viel verwickelter sind; 
insbesondere können die « komplex ausfallen. 833 


Gießen, im Juli 1927. 


Über die Poissonsche Verteilung 


und die Entwicklung willkürlicher Verteilungen. 
Von H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


(Aus dem Institut für angewandte Mathematik an der Universität Berlin.) 


s ist bekannt, welch vielfache Anwendung in verschiedenen Gebieten der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung die sogenannte Poissonsche Formel 


a” 


w(e)= , e“ EEE EDER 


findet). Sie gibt für große n und kleine g (»seltene Ereignisse«) bei ng=a die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei n-maliger Wiederholung einer Alternative das Ereignis, 
das die Wahrscheinlichkeit g besitzt, ®-mal eintritt?). Auch wenn die Wahrscheinlich- 
keit von Versuch zu Versuch wechselt, aber im Mittel q beträgt, so daß ı +R+...+q.=a, 
gilt Gl. (a) unverändert als limes-Ausdruck der Wahrscheinlichkeit ’°). 


Es liegt die Frage nahe, ob etwa der Poissonsche Ausdruck, analog dem durch 
einen anderen Grenzübergang gewonnenen Laplaceschen, allgemeiner auch für den Fall 
gilt, daß es sich nicht nur um einfache Alternativen, sondern um beliebige Vertei- 
lungen handelt, also um Aufgaben, in denen der Einzelversuch (m + 1) verschiedene 
Wertigkeiten ergibt. Durch die folgenden Untersuchungen (Abschn. 1 bis 2) wird diese 
Frage verneint und es wird die allgemeine Formel abgeleitet, die an Stelle der Poisson- 
schen als der allgemeinste Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse tritt, 
wenn bei jedem Einzelversuch unter (m + 1) Ausgangsmöglichkeiten m verschwindend 
kleine Wahrscheinlichkeiten besitzen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, aus n Urnen, die die 


'), Vergl. Poisson, »Recherches sur la probabilit“ des jugements«, 1837. 

*) Hierzu, namentlich zu den Anwendungen in der allgemeinen Statistik, vergl. L. v. Bortkie- 
wicz, »Das Gesetz der kleinen Zahlen«, Leipzig 1898. 

3) R. v. Mises, »Ueber die Wahrscheinlichkeit seltener Ereiznisse«, diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), 
S. 121 bis 124. 
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‚ummern (0 bis m enthalten, die Summe x zu ziehen, ist bei großem n unter den oben 
ngedeuteten Bedingungen: 


w(e)—= FLY (a,Nı)... W (am Am Du Ta nahe Viren 
ie Summe erstreckt über die Kombinationen der ganzen positiven Zahlen nı,... 2, für 
mi 
ie F un,„=x ist. Das Ergebnis gestattet eine sehr einfache Deutung, die die Plau- 


4 l 
ibilität des Resultats erkennen läßt: Man kann mit den seltenen Ereignissen so rechnen, 


ls ob m unabhängige Alternativen zwischen je einem von ihnen und dem nicht seltenen 
\usgang vorlägen. Nimmt man an, daß mehr als einem Ereignis endlich bleibende 
Vahrscheinlichkeiten zukommen, und den übrigen verschwindend kleine, so liegt für die 
Wahrscheinlichkeit die Summe x zu ziehen, bereits der Laplacesche Fall vor, das Resul- 
at wird ein Teil des allgemeinen »Fundamentalsatzes« der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Ks bleibt aber immer noch von Interesse!), in diesem »gemischten« Falle für die m-dimen- 
ionale Wahrscheinlichkeit w, (nı, ... . 2..), die dafür besteht, in n Zügen gerade no, Nı,.. - A 
\,ose der (m-+ 1) verschiedenen Arten zu ziehen, den Grenzübergang durchzufübren. Das 
Resultat ist ein sehr einleuchtendes. Es erscheint nämlich im limes, wenn etwa (k +1) 
häufiges, m — k=j »seltene« Losarten vorhanden sind, ein Produkt aus j eindimen- 
sionalen Poissonschen Funktionen in eine k-dimensionale Gaußsche Funktion: Die 
seltenen Ereignisse sind im limes voneinander, wie auch von den nicht seltenen Ereignissen 
unabhängig, die Ereignisse großer Wahrscheinlichkeit sind untereinander gekoppelt 
und verhalten sich so, als ob die übrigen kleinen Möglichkeiten gar nicht vorhanden 
wären. In Abschn. 3 werden verschiedene Anwendungsmöglichkeiten dieser Ergebnisse 
kurz besprochen. 

Noch in einer zweiten Richtung hat man in neuerer Zeit versucht, die Poisson- 
sche Formel in Analogie zur Laplaceschen zu stellen. Bekanntlich werden in der 
Kollektivmaßlehre willkürliche Verteilungsfunktionen derart mit der Laplace-Gaußschen 


verglichen, daß man sie in eine Reihe entwickelt, die mit 9 = e anfängt und 
7T 


nach den sukzessiven Ableitungen von % fortschreitet (Brunssche oder s-Reihe). Wendet 
man dies auf n Funktionen an und führt an deren %-Reihen die Operation der Faltung 
oder der Summenbildung aus, so gelangt man zu einer y Reihe, die sich im limes auf 
ihr erstes Glied reduziert. Charlier’) hat nun im Rahmen einer etwas allgemeineren 
Uheorie vorgeschlagen, arithmetische Verteilungen in Reihen zu entwickeln, deren erstes 
Glied die Poissonsche Funktion %(a, &) ist, während die weiteren aus sukzessiven 
Differenzenquotienten von % (a, x) nach x bestehen. 

In einer kürzlich erschienenen kleinen Arbeit’) habe ich unter Benutzung des 
sogenannten Stetigkeitssatzes des Momentenproblemes einen Entwicklungssatz bewiesen, 
wonach jede begrenzte arithmetische Verteilung und diejenigen nichtbegrenzten, deren 
Momente einer gewissen Ungleichheit genügen, in eine W-Reihe entwickelbar sind. Die 
in der genannten Arbeit nur kurz angegebenen Formeln, die man zur Durchführung der 
Entwicklung benötigt, werden hier — im Anschluß an Ch. Jordan‘) — ausführlicher 
zusammengestellt, und auf eine praktisch leieht zu handhabende Form gebracht. Schließ- 
ich wird gezeigt, wie sich die Faltung oder Summenbildung aus n Verteilungen in den 
Reihen darstellt (Abschn. 6.) und dabei auf den charakteristischen Unterschied hinge- 
wiesen, der gegen den Fall der %-Reihe besteht und der bewirkt, daß an Stelle der 
ursprünglichen Poissonschen Formel bei der Faltung beliebiger arithmetischer Verteilungen 
unsere allgemeinere Formel (b) tritt. 


1. Das erweiterte Poissonsche Problem. Auf die Form eines sogenannten 
Urnenschemas gebracht, lautet unsere Aufgabe wie folgt: In n Urnen mögen schwarze, 
veiße, rote, ... Kugeln oder mit 0, 1, 2, .... m bezeichnete Kugeln oder Lose in be- 


I) Dag ist eine Fragestellung, auf die mich Herr F. Bernstein, Göttingen, aufmerksam ge- 
nacht hat. 

°) Charlier, Ueber das Fehlergesetz Ark. f. Math. Nr. 8 
‚arstellung willkürlicher Funktionen Nr. 20, S.1 bis 35. 

») H. Pollaezek-Geiringer, »Die Charliersche Entwicklung willkürlicher Verteilungen«, 
Skandinavisk Aktuarietidskrift 1928, S. 98 bis 111. 

*) Ch. Jordan, »Sur la probabilit& des @preuves r&p“t@es«, Bull. de la soe. math., t. LIV (1926), 
. 1 bis 37; er verfolgt den Charliersehsn Gedanken weiter, sieht aber, ebenso wie auch Charlier 
elbst, von jeder Untersuchung der Konvergenz oder Entwickelbarkeit ab. 


S.1 bis 9 und ebenda, Ueber die 


, 
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liebigen Mischungsverhältnissen vorhanden sein. Man zieht aus jeder Urne einmal und 
addiert die n» gezogenen Zahlen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit w, (x) dafür, ein: 
bestimmte Summe x zu erhalten. Dabei soll n sehr groß sein, aber der in Betrach 
kommende Bereich von x und damit der »Erwartungswert« der Ziehung ein beschränkte: 
Ist in der »v-ten Urne das Mischungsverhältnis ein solches, daß durch v, (0), v, (1) 
..t, (m) die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen eines 0, 1, 2 m-wertigen Lose: 
gegeben wird, so bedeutet, wie bekannt, 


b,= > ud, (u) 
V 
den Erwartungswert des Zuges aus der »-ten Urne. Für die Summe der aus den n Urne: 
gezogenen Zahlen stellt 


den Erwartungswert dar. Zunächst sieht man: Wenn dieser beschränkt bleiben soll, so 
müssen, mindestens von einem bestimmten n — m, an, alle b, beliebig klein werden und 
somit erst recht die Wahrscheinlichkeiten v, («) (r > m; u—=|1,..m), eine von 0 ver 
schiedene Zahl zu ziehen, so daß also der Fall »seltener Ereignisse« vorliegt. Dieser 
ordnet sich nicht dem Gedankengang des Laplaceschen Grenzüberganges unter, für den 
wesentlich ist, daß die zu erwartenden Summenwerte mit rn ins Unendliche wachsen. 

Es bezeichne nun 


MEER: ne ne. 
die Wahrsecheinlichkeit, aus der v-ten Urne eine positive Zahl zu ziehen, ferner 


EB ee m 
I 


die erwartungsmäßige Anzahl des Auftretens des mit « bezeichneten Loses und 
m | 
>> Au = = Q .» r R s 2 : ; } A 3) 
p | v | 
die Summe aller n» mn Wahrscheinlichkeiten für positive Zahlen. Ist Q, eine Zahl, die 
von keinem der gı, a, ».. Q„ erreicht wird, 


A, P-, “dv (3 — 1, 2, +. N), 
’ C 
so setzen wir voraus, daß: u. a : ° 
N 


Az 


wo ( eine positive Konstante bedeutet. Der von Poisson behandelte Fall geht aus unserm 
hervor, wenp für alle », v, 2)=v, (3) = .. — 0 gesetzt wird unddv, (= (1)=..=t, (1)=1q. 
l,Aßt man die zweite dieser Einschränkungen fort, so hat man den oben erwähnten von 
v. Mises behandelten Fall. 
Für w,(a) gilt definitionsgemäß: 
n.m r ni ] f 
2 w,(a)t | 2 dv (u)le |* | 2 13 (u) tr 
r 0) Lu 0 | ku—0 
Denn der Koeffizient von /* in der Entwicklung der rechten Seite ist die Summe 
aller möglichen Produkte aus » Faktoren, in denen n, Faktoren die Gestalt v, (0), r, die 


m 


Gestalt v,(1),... 2. die Gestalt v, (m) haben (ı 1,2,..n), derart, daß Z un, = ist. 


Be 


27 IL 


a | u 2er 5 ee. 


v0 


Ks 


gl 
Wir geben zunächst den leicht abzuleitenden Wert von w,(0)an, d.h. die Wahr 
scheinlichkeit dafür, daß in » Zügen nur Nullen auftreten; sie ist gleich dem Produkt 


m 


aller v, (0). Wegen 2 v, (u) = 1 können wir dafür schreiben: 


w, (0) 1 £ —2v, ®) — II(1ı — 9,) 
1 v1 v=] 


und bei Uebergang zum L.ogarithmus: 


’ 


n 
-Inw,(()=— 2 hh(1—gq)= 2, +1 2 W’+.... . .66). 
1 | | 


’ 
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Die erste der Summen rechts in (6) ist zufolge (3) gleich A; da ierner nach (4 


: C . . j ’ 
alle g, kleiner als Q, <X -, also von einem gewissen n an kleiner als ein echter Bruch 
n 


sein müssen, so fällt die Reibe rechts stärker ab als die geometrische mit den Quotienten Q,. 


Da alle Glieder positiv sind, liegt daher die rechte Seite von (6) zwischen A und T—. 
Es gilt also: 
1 
| AQ 
e-A>m, (0 oo 1-4, oe (1 =); Ni eh War, (BE 
l An 
Wenn beim Grenzübergang Q, > 0 geht, nähert sich die obere Grenze in (7) der 
untern und beide werden gleich e “, 
a 0 en ren nee a a 


nr 

2. Die allgemeine Poissonsche Formel. Um w, (x) für beliebige x- Werte zu 
finden, setzen wir zunächst auf der rechten Seite von (5) i u. =1l,..mM;lt’ —=h=l) 
und suchen den Koeffizienten Ww, (»,,.. 72.) von fı”ı,, > in der Entwicklung der rechten 
Seite von (5). Dabei ist immer, weil die Summe x aus i-wertigen Losen ( = 1,2,... m) 
zusammengesetzt werden eoll, 


n, In +... + Nu n— no ” ; 


also beschränkt. Der gesuchte Koeffizient stellt die m-dimensionale Wahrscheinlichkeit dafür 


dar, beim einmaligen Ziehen aus jeder Urne gerade n, Einsen, nz Zweier, .... ,, m- wertige 
lose zu erhalten Der Uebergang von W, (1,..n,) zu w,.(x) wird dann durch die 
Mischung« 
w,(z)= 2 W,(nı,n:,.. Mn En ter A 


gegeben, die Summe erstreckt über diejenigen Kombinationen der natürlichen Zahlen 
ri 
N, Nm, für die 2 un. = ist. 
m i 


An Stelle von (5) tritt als Definitionsgleichung der w,(r1,.. 7.) die Identität: 


n n n Mi 
I... ul, de II | ss wWtul| :» ».. (10). 
n,—V) m 0 B | | " 0 
Auf der rechten Seite heben wir den Faktor w, (0) = w, (0,..0)= v, (0)..»,(0) 
heraus: 
nn 7) Y f 111 
, 1179 n .+. Nm n ' | . v 11) | 
Pr hn..tm—fl| 2 tu |. 0 
Zn () Yon 0 W, (0) u N il » | Du 0) } 
Schreibt man kürzer: 
v., (u) dv, (1) ; 
= — &, (ll) Beil... ea. ir ss 12), 
v,(0) 1—q, 


so sieht man, daß der Koeffizient von /ı”ı..?,” eine Summe von Produkten aus je 
N + na +..-+ nr. Faktoren: 


 ; 1} \ c . . » q } j f ‘, 
= &,,(t) Eu (1)... a, (1) €3, (2) E93, 12)... E8,(2)... €, m y.|m)...& „m) (19) 


ist, wobei die «,ß,..y irgend eine Anordnung von nı + a +... -+ n,„ der Zahlen 1,2,..n 
darstellen, also das Argument der en,-mal den Wert I, nz-mal den Wert ?,.... annimmt 
Die Zahl der Summanden ist: 
n! 
(14) 
nı'na!...Nm!no! 
ns 


mit 2 n, = ")) nämlich gleich der Anzahl individuell verschiedener Anordnungen von 
\ u.==( 


n Figaren auf m ı Plätzen, wobei auf den u-ten Platz (u —=0,...m), entfallen. 
Wir vergleichen zum Zwecke der Abschätzung die Summe (13) mit dem Produkt: 


m n In, 
Il | ze, w) | ei a Au or 
1 Iv 1 i 


1) 
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Dieser Ausdruck, der sich aus n"=" Gliedern susammensetzt, enthält gewiß jeden 
n! . . 
der Summanden von (13), und zwar nicht nur einmal, sondern nı!n3!. 
nı!'na!...nm! no! 


N„!-mal. Denn in der k-ten Potenz einer Summe ist k! der Koeffizient jedes Gliedes 
das aus lauter Faktoren verschiedener Indizes zusammengesetzt ist. Da die Zahl alleı 
Summanden in (15) gleich der (nı + N +...-+ n„)-ten Potenz von n ist, so umfaßt die 
Entwicklung von (15) außerdem noch: 


7 N} 1} 1} N n n f 
z—m" "m —n!... Nm! —=n —-n(n— 1)... +1) 
n,!na!...Nm!no! 


r 


1 o—1 r 
- mn) 1-1[1-—)... (1-7 ) X 
n n N 


Glieder, pämlich die Produkte von Gliedern, die nicht aus lauter verschiedenen Faktoren 
bestehen. 

Die Werte von &,(4) liegen jedenfalls zwischen Null und einer oberen Schranke, 
für die, zufolge (1), wenn man vorübergehend das größte aller vb, (u) mit v, bezeichnet, 





Un .,. F ° . 
er gesetzt werden kann Da aber alle v positive Zahlen sind, so ist sicher nach (1) 
— n 
. u [) .. [} 2 ( n . 
dieses v,„ kleiner als Q,, so daß wir für die obere Schranke der & auch ı schreiben 
” n 
können. Es gilt jedenfalls: 
n | n ( 
, / \ . / l 
E83 (m) sv, (1) " (u = 1,...M). ... (17), 
n | . On va] l — An 
da hier die Nenner gegenüber den richtigen Nennern 1 — Q, der &,(u) nur verkleinert 
sind. Anderseits ist aber: 
zu.) > Zu Wed . 2. 2% IE 
“ 1 „= 1 
da unmöglich alle q, gleich Null, alle v,(0) gleich 1 sein können. 
. .. . > . Wn ny «+ Nm ) . 
Mit Rücksicht auf (16) liegt nun das n,!...n,„!-fache von er - zwischen 
In (V, 
.. u On ü "o . . .. . 
dem Größtwert von (15) und dem um z- (. verminderten kleinst-möglichen Wert 
An 
von (15): 
ay'ı .. Am m ny oo. Nm! m, (NI»»..» Nm) — i a ... Am m = 0 ( On \ “ . (19). 
(1 Qu" —- no W, (Q) 1 1 — (An 
Dividieren wir (19) noch durch a,” ... am”, so erhalten wir: 
| n,! ..& Nm! W%, (nı Nm) N Pr On” "9 
(1 Qu)" "0 ar"... Am mW, (0) (1 — Qu" "oa "ii... Am" 


mi 2. n—n,—]1 ' 
_ı_- m [(_"®% | - ( Ne .) 2.2.00). 
R per ays a (1, (20) 


H 
Multipliziert man (20), um Ww,(0) zu eliminieren, mit (7) und kürzt durch e-, so erhält 
man schließlich: 


1 
oo wu (Mr, «oo Nm) — - 
(1 On)" "0 Fi WWFE Fun. ZU ui 


n1!.. + Am! 


A Qı ( ab n (): N. Nn—N. l „ 
| 1 M \*[ı- 7 (1-2)... 21). 
( L- s N n=]1 ki — (In) ap 2 „1 n 1) 


Mit wachsendem n geht nach unserer Voraussetzung (4) Q, gegen Null; alle n,, (u—1,...m), 


mi 


| zmu—n no), alle «, und auch n Q,. bleiben endlich. Demnach gehen beide Außen- 
1 
glieder von (21) gegen 1, und es gilt: 
r FT ee Fi ay”ı e—ı Aam"m.e — Am 
lim w, (nı,: . . Nm) = ei — 
n > ny ! . Nm! nı! Nm! 


== 1) (aı, nı) ... (1 (Bm, Nm) . . . (22). 


Daraus folgt, wenn wir uns an (9) erinnern, das Resultat: 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, bei einmaliger Ziehung aus n Urnen 
mit je (m+1) verschiedenen 0,1,.... m-wertigen Losen die Summe X zu 
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iehen, ist, wenn n unbegrenzt wächst, und gleichzeitig die obere Schranke 
m 
,, aller ,=*v,(u) wie 1/n abnimmt, durch die Formel: 


u 
1 


w (2) = lim w, 2) —- FYl(aı,nı)...PYlam Nm) >»: ‚ (28) 
Nn-—D> U 
regeben, wobei die Summe über alle die Kombinationen der nı,...%. ZU er- 
mi 
trecken ist, für welche 2 un,=x, wenn diea,...cqa"m durch (2) definiert sind. 


1 

Unsere Ergebnisse (22) und (23) drücken aus, daß seltene Ergebnisse so zu be- 
‚andeln sind, als ob m unabhängige Alternativen vorlägen, d.h. als ob n Urnen nur 
nit Nullen und Einsen, r Urnen nur mit Nullen und Zweien,... vorhanden wären, und 
aus diesen Urnen je einmal gezogen und die Summe gebildet würde. Den Ausdruck (22) 
ann man dann als den limes der Wahrscheinlichkeit dafür deuten, in nm Zügen aus 
diesen sämtlichen Urnen im ganzen rı Einsen, ... n„ m-wertige Kugeln zu erhalten, 
und Gl. (23) als die Wahrscheinlichkeit dafür, die Summe x zu ziehen; das sind Resul- 
tate, denen keineswegs analoge im Gaußschen Falle entsprechen, die aber gewiß nicht 
unplausibel sind. Denn es ist durchaus anschaulich, daß Ereignisse, die sehr selten sind, 
einander nicht beeinflussen. Wenn in einer Urne (unseres ursprünglichen, aus rn Urnen be- 
stehenden Urnenschemas) fast lauter Nullen und nur ganz vereinzelt Einsen, Zweien,.... 
liegen, so erscheint es verständlich, daß das Auftreten der letzteren jedesmal wie ein 
unabhängiges Ereignis« wirkt. 

Die Berechnung von w (X) ist hier also auf die Berechnung von Ww(nı,...72,) ZU- 
rückgeführt. Diese letztere ist aber eine sehr spezielle m-dimensionale Verteilung, da 
das m-dimensionale Merkmal jeden Zuges hier nur aus m Alternativen besteht (ob eine 
I-, eine 2-, eine m-wertige Kugel gezogen wurde oder nicht). Mit der Berechnung von 
W(Rı,...7%,) ist dann in unserem Falle kleiner Erwartungszahl x die Auigabe ge- 
\öst, im Gegensatz zum Gaußschen Falle, in welchem, da beliebig große x betrachtet 
werden, das keine Lösung wäre. 

Erwähnt sei noch, daß in dem Spezialfall (m + l)-wertiger, aber unterein- 
ander gleicher Verteilungen 

Wen (W=...=t, (u) = qu (u=1,...m) 

vv (oO)=-Wr()=-...=0,(0)=p, 
der eine besonders einfache Verallgemeinerung des ursprünglichen Poissonschen 
Problems darstellt, die Lösung ebenso unmittelbar wie bei Poisson gefunden werden 


kann. Denn die Wahrscheinlichkeit w, (nı...n,) in n Zügen n, u-wertige Lose 
m 

„—=0,...m), (£n,—n) zu ziehen, ist analog der Newtonschen Formel durch die 
u=0 


Polynomialformel gegeben: 


n! . 


w, (nı, zung Nm) pn ‚a: Q PUR a ° p" 
nı!...Nm! no! 
n(ın—1(n—2...wn+ 1) Al... Amm (i “) 
ee In (1 — An)]"ı ... [nm (1 — A/n)]"m nı!... Nm! n 
er 1 
1 1—1/n u" m | Al... Amm A \” h 

„a m, en (A co 

(1 — A/n” (1 — 4Aln)" (1 — A/n)"m N! Nm! n 


wobei die a, und A die durch (2) gegebene Bedeutung haben; mit wachsendem n geht 
jeder der (n—no) Brüche einzeln gegen 1 und der Ausdruck (1 — A/n)" geht gegen e”4, 
woraus (22) folgt. 

Man wird auch schließlich nach dem limes von Ww, (nı,... m) fragen, falls beim 
Grenzübergang der eingangs erwähnte »gemischte« Fall angenommen wird, d.h. falls 
nehr als eine Wahrscheinlichkeit von der Größenordnung Eins bleibt. Erinnern wir uns 
zunächst, um den Zusammenhang zu verstehen, daß im »reinen« Gaußschen Falle, d.h. 
'alls alle vorhandenen Wahrscheinlichkeiten von gleicher Größenordnung sind, die 
Wahrscheinlichkeit in n Zügen je 20, 21,.. . 2 mit 0,1,...% bezeichnete Lose zu ziehen, 
durch eine k-dimensionale Gaußsche Funktion 


== 6 2D : : 0 . (: 
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gegeben ist, wobei D,...db« die Mittelwerte, D die Determinante aus der %-reihigen 
Streuungsmatrix der }a,,j , A;, das algebraische Komplement zu a;; darstellt. Als Nähe 


rungsformel für große n gilt also im »reinen Gaußschen Falle: 


Et TBB 2x) Go (zı, TR zı). 

Der gemischte Fall besteht nun darin, daß von den (m-+ 1) Losarten (k + | 
häufige«, j »seltene« sind; k+j = m, und daß nach dem limes der Wahrscheinlichkeit 
w.(%ı,...%, Z1,...2) dafür gefragt wird je %ı,...%, Zı,..:2* Lose der verschiedenen 
Sorten in » Zügen zu erhalten, falls die Erwartungswerte der häufigen Lose mit n 
unbegrenzt wachsen, die der seltenen festbleiben. Genau gesagt, wird der (renz 
übergang so vorgenommen, daß bei obiger Bedeutung von v,(#) die obere Schranke 


2 
allerg = X v,(u) wie 1/n abnimmt, während die v,(u) (u=0,1,...%k) nicht ab 
p=kr] 
.. .. . .. . Hu — b; 
nehmen. Bei Durchführung des Grenzüberganges werden wie üblich neue «= | 
n 
i— 1,...%) eingelührt, um in diesen neuen Variablen endlichen Mittelwert und endliche 
Streuung zu erzielen. Als Näherungsformel für große n gilt dann: 
wu: ie Bra) 7 le a) eV AR), 
wobei 9 (2ı,...2,) dureh (25) bestimmt ist. Oder etwas umständlicher als exakte Limes- 
Formel: k 
ZH u, u 
1 en ; 
lim n!? w, Xı....%, u | n + dı,... u | n + bı) = .e 4 .I1ly(a;&) (27), 
> lan i—1ı 
aij s j ® e =. Du - 
dabei sind durch A, = die »reduzierten Streuungen« eingeführt, sowie ihre Determi 
n 
nante // und die adjungierten Unterdeterminanten H,;,;; die bi, .. . br; aı,... a, Sind die Erwar 


tungswerte., 

In dem erwähnten Spezialfall (nm + 1)- wertiger, aber untereinander gleicher Ver- 
teillungen, dem ja praktisch besondere Bedeutung zukommt, der bei endlichem n durch 
den Polymonial-Ansatz gedeckt war, lassen sich alle hier auftretenden Erwartungswerte und 
Streuungen leicht explizit ausrechnen. Sind z. B. im ganzen fünf verschiedene L.osarten 
vorhanden, denen die »kleinen« Walırscheinlichkeiten sı, s,., die »geroßen« Wahrscheinlich- 


keiten p, „, !—=1— sı s3 — p— g entsprechen, und setzt man noch r— 1—p—-gq 
und im Einklang mit den bisherigen Kestsetzungen. ns=d; n9—=@, 80 gilt die ge 
brauchsfertige Näherungsformel 
\ u, a; "ı m ag 7: “ 
m. (11, X%2,X,y) = e l» e 
a! aa! 
| +) np +2pglennp)wongd+rtet +)Ww—ng“ 
.p .npyr . . . (27). 
2rıın | pqr 


Man sieht hier besonders deutlich, «&aß zwischen dem Ausdruck der großen Wahrschein 
lichkeiten und dem der kleinen keine Koppelung vorhanden ist, und natürlich auch 
nicht zwischen den kleinen untereinander, sondern daß der Y-Ausdruck derselbe ist, der 
auch aufträte, wenn die sämtlichen l,osarten kleiner Wahrscheinlichkeit gar nicht vor- 


handen wären. (r— |] p = q nicht etwar= 1—p - g— sı —sı geht in p (xy) ein! 

Das hier behandelte gemischte Problem mit (%* + 1) großen, A kleinen Wahrschein 
lichkeiten ist das allgemeine Problem dieser Art; es geht für k=0 in den »reinen 
Poissonschen«, für j— 0 in den »reinen Gaußschen« Fall über. Man sieht, daß zur 


numerischen Auswertung keine neue Tafeln erforderlich sind, sondern nur Produkte aus 
bekannten Tafelwerten gebildet werden müssen. 


3. Anwendungsbeispiele. Das, was in der Praxis angewendet wird, ist natür- 
lich nicht unmittelbar die limes-Formel (23), wie ja überhaupt der Grenzübergang, bei 
dem jedesmal, wenn man zu einem größern n übergeht, die Verteilungen aller Urnen 
sich ändern, nur eine mathematische Hilfsvorstellung ist. Was gesucht wird, ist ein 
Näherungswert für w, (x) bei großem „. Jedenfalls zeigten die Ungleichungen (21), 
daß man mit Recht als Näherungsformel den Ausdruck 

Biere u u ne te 


benutzen kann, wenn man bei größerem n verhältnismäßig kleine Erwartungszahlen «a, hat. 
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Eine unmittelbare Illustrationsmöglichkeit zu unserer Formel bietet im Bereich der 
‚evölkerungslehre die Statistik der Mehrlingsgeburten. Nach dem »Statistischen 
'ahrbuch für das Deutsche Reich 1927« ist für einen Bevölkerungskreis von 120000 Seelen 
lie monatliche Erwartungszahl einer Zwillingsgeburt a, — 2,64, die einer Drillings- 
reburt a3 = 0,027, die einer Vierlings- und sonstigen Mehrlingsgeburt az — 0,00033. 

Um klar zu sehen, wie eine derartige Angabe zu verstehen ist, bzw. wie an einem 
tatistischen Material unsere Formel zu prüfen wäre, betrachten wir für einen Augenblick 
‚ur die Statistik der Zwillingsgeburten allein. Dieser entspricht die einfache Poissonsche 
ormel, die in folgender Weise angewendet wird: Die statistische Beobachtung gibt für 
ien betrachteten Bevölkerungskreis für eine’ große Zahl N von Monaten eine Reihe 
leiner Zahlen x (von der Größenordnung 1), oder die monatliche Anzahl von tatsächlich 
eingetretenen Zwillingsgeburten im 1., 2., 3., » .. N-ten Monat der Beobachtung. Unter 
diesen sei etwa z=|1, «,-mal, =?2, “mal, =k, a.-mal vorgekommen mit « + « 

...+ = N. Die Frage ist, ob die relativen Häufigkeiten der verschiedenen z, d.h. 


a ag 
9 r I) 
N 


die Zahlen derartige sind, wie sie gemäß der einfachen Poissonschen 


. 4 + 


Formel zu erwarten wären. Dabei steht es zunächst noch dahin, welcher Parameterwert a 
für die Poissonsche Funktion % (a, x), mit der wir unser Material vergleichen, zu wählen 
ist. Man pflegt für dieses a das arithmetische Mittel der sämtlichen N beobachteten x Werte 
zu nehmen; das hat einen guten Sinn, denn wenn unser Beobachtungsmaterial genau 


. . r . .. . . 2 - a a u 
einer Poissonschen Verteilung entspräche, d. h. wenn die relative Häufigkeit ., 


der Eins, der Zwei... genau eine solche wäre, wie die Poissonsche Formel sie liefert, 
also: 
a 


279 “ 
=D (a, 1 9 (a, 2),... 
N ); N f ( ,“/s 


dann wäre dieses a genau gleich dem arithmetischen Mittel der beobachteten x-Werte. 
Denn für dieses arithmetische Mittel kann man auch schreiben: 


ai +ag’2 +... co ag 
| =1-- +2 +... 
N N N 
und anderseits gilt: Yla,1)-1+-Wl(a,2)-2+...=a. 


Man bestimmt also praktisch ein a als arithmisches Mittel der N x-Werte und vergleicht 
die mit diesem a gerechneten % (a, 1), W (a, 2)... mit den beobachteten relativen Häu- 
liekeiten «&,/N, &/N, ... ' 

Es ist von Interesse, sich klar zu machen, daß das n, die Anzahl der in jedem 
Monat beobachteten Einzelfälle, in dem vben geschilderten Vorgang überhaupt keine Rolle 
spielt, da es für die Poissonsche Formel charakteristisch ist, daß in ihr das n nicht 
explieite auftritt. Man könnte unter n die Anzahl der in dem betrachteten Bevölkerungs- 
kreis vorhandenen Geburtsvorgänge verstehen, aber auch die Anzahl der erwachsenen 
"rauen, oder auch die gesamte Bevölkerungszahl (also hier 120000); beobachtet wird, wie 
oft bei einer solchen innerhalb eines Monats vorgenommene »Versuchsserie« von n Ein- 
zelversuchen, das »Ereignis«, die Geburt eines Zwillings, eintritt. 

In gleicher Weise kann man eine Statistik der Drillingsgeburten durch N Monate 
verfolgen, das arithmetische Mittel a, der beobachteten monatlichen Anzahlen der Drillings- 
seburten rechnen und nachsehen, ob die relativen lläufigkeiten dieser Zahl der Poisson- 
schen Formel mit dem Parameter a, entsprechen. Weiter kann man ein a; für Vierlings- 
gebuiten bestimmen usf. Die Prüfung unserer Formel (23) wird nun darin bestehen, 
einerseits aus den % (a1,%), W(as,®), ... deren Parameter die Einzelstatistiken geliefert 
haben, theoretisch nach (23) die Wahrscheinlichkeit dafür zu rechnen, daß (in dem oben 
betrachteten Zeit- und Bevölkerungskreis) eine bestimmte Gesamtzahl «© von Kindern ge- 
boren werden, die irgendwelchen Mehrlingsgeburten entstammen. Anderseits liefert 
die Statistik aller Mehrlingsgebuiten die relativen Häufigkeiten für. das Entstehen von 
I,2,3... Kindern aus Mehrlingsgeburten. Diese Zahlen sind mit den rechnerisch 
zefundenen zu vergleichen. 

Man sieht, daß diese Ueberlegung, wenn man die Anwendbarkeit der einfachen 
Poissonschen Formel für einen gegebenen l'all als gesichert ansieht, darauf hinauskommt, 
die statistische Unabhängigkeit der Mehrlingsgeburten zu prüfen, die ja von vornherein 
plausibel erscheint. Man erwartet nicht, daß die Wahrscheinlichkeit der Geburt von 
Zwillingen und 5 Drillingen in einem Monat etwas anderes sei, als das Produkt der 
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betreiienden beiden Einzelwahrscheinlichkeiten. Das gleiche gilt für andere seltene Er- 
eigenisse. Z. B. scheint es selbstverständlich, daß zwischen einer Statistik der durch Huf 
schlag Getöteten und einer der durch Absturz vom Flugzeug Getöteten keinerlei Ab- 
hängigkeiten bestehen. Anderseits wird man gewiß annehmen, daß die Statistiken deı 
durch Tuberkulose und etwa der am Herzschlag Gestorbenen solche Abhängigkeiten auf 
weisen. ler mathematische Grund für diesen Unterschied liegt darin, daß dort, wo es 
sich um sehr seltene Todesarten handelt, für den Einzelnen nur eine verschwindend 
kleine Wahrscheinlichkeit besteht, beiden Risiken ausgesetzt zu sein. Diese Wahrschein- 
lichkeit ist eben von der Größenordnung des Produktes zweier kleinen Größen. 
Sind aber die Wahrscheinlichkeiten der betrachteten Ereignisse mit 1 vergleichbar, so 
verschwindet die scheinbare Unabhängigkeit. Diese Verhältnisse werden au£h durch das 
mehrdimensionale Gaußsche Gesetz wiedergegeben, in das tatsächlich ein »Koppelungs- 
glied« eingeht. 

Weitere Anwendungsmöglichkeiten unserer Formel (23) kann man an folgende Be- 
merkung anschließen: Die einfache Poissonsche Verteilung % (a, eo) “ hat die 
LT. 


charakteristische Eigenschaft, daß für sie Mittelwert und Streuung einander gleich sind, 
nämlich beide gleich a. Für das durch (23) gegebene w (x) besteht diese Eigenschaft nicht 
mehr. Denn der Mittelwert des »-ten Einzelversuches ist durch 4,=1-:v,(1)+... 


+ m»v,(m) gegeben, seine Streuung durch 


s=1'.1n(1)+4: 1, (2)+...+m?-v,(m) — b?, 
da nun bei unseren Annahmen die einzelnen b,° wie 1/n? abnehmen und ihre Summe (über 
_—=|1...n) wie I/n, so gilt im Limes für Mittelwert und Streuung von w (x) 
m 
a=-m+?m +...tma= 2 ta, 
u—1 
mi 
Satin +...tm’mn= 2 wWa,, 


7 1 


wobei die a, durch (2) gegeben sind. Es ist also hier, sobald m > 1, die Streuung 
immer größer als der Mittelwert und es lieet darum nahe, wenn sich in einer als 
Statistik seltener Ereignisse deutbaren Beobachtungsreihe die beobachtete Streuung größer 
ergibt als der Mittelwert, statt einer einfachen Alternative eine entsprechende (m + 1)- 
wertige Verteilung als Ansatz zugrunde zu legen. 

Die Statistik der Zeitabstände zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Scintillationen 
einer radioaktiven Strahlung ') bildet ein bekanntes Beispiel für die Anwendung der Poisson- 
schen Formel. Dabei liegt die Vorstellung zugrunde, daß sich diese Zeitabstände so 
verhalten, wie die Zeitabstände zwischen je zwei gleichen Ergebnissen einer in gewissen 
konstanten Zeitintervallen wiederholten einfachen Alternative; der Eintritt einer Seintillation 
wird hierbei als seltenes Ereignis aufgefaßt. Es wurden vielfach Unstimmigkeiten 
zwischen beobachtetem Erwartungswert und beobachteter Streuung bemerkt; doch liegen 
diese für fast alle Versuchsserien in entgegengesetztem Sinne, d.h. die Streuung ergab 
sich als kleiner als der Erwartungswert, so daß es keinen Sinn hätte, in diesem Falle 
den Ansatz einer einfachen Alternative durch den einer mehrwertigen Verteilung zu 
ersetzen. 

Hingegen kennt man in der Bevölkerungsstatistik zahlreiche Fälle, in denen stark 
übernormale Dispersion auftritt. Ein interessantes Beispiel dieser Art, das jedenfalls 
von dem Gesichtspunkt der seltenen Ereignisse aus zu betrachten ist, bildet den Gegen- 
stand einer neueren Arbeit von Polya und Eggenberger?) über die Statistik verketteter 
Vorgänge. Die Verfasser stellen, um die statistische Struktur der Sterblichkeit an Blattern 
in der Schweiz wiederzugeben, eine Annahme auf, die sie treffend als »Chancenvermehrung 
durch Erfolg« bezeichnen. Im Urnenschema gestaltet sich ihr Ansatz wie folgt: Eine 
Urne enthält zu Beginn eines Spieles S schwarze und W weiße, zusammen S+W=N Kugeln. 
War nun bei einem Zug die gezogene Kugel eine weiße, bzw. eine schwarze, so legt man 
vor dem nächstem Zug in die Urne d Kugeln der betreffenden Farbe, so daß das Mischungs- 
verhältnis zugunsten der zuletzt gezogenen Kugel verändert wird. Gefragt wird nach 


, Vergl. v. Bortkiewiez, Radioaktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheore 


tischer Untersuchungen. jerlin 1913. 
9) »Ueber die Statistik verketteter Vorgänge«, diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 279 bis 289. 
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er Wahrscheinlichkeit dafür, unter den angegebenen Bedingungen in n Zügen s schwarze 
nd w=n— s weiße Kugeln zu zieben. Es ergibt sich zunächst bei endlichem n eine 
ombinatorische Formel für diese Wahrscheinlichkeit. In dieser wird zur Grenze für 

-z übergegangen unter der »Poissonschen« Annahme, daß die Einzelwahrscheinlich- 
eit o des einen Ereignisses so klein ist, daß ihre Erwartungszahl o:n noch von der 
ırößenordnung 1 ist. Man erhält eine Formel, die für d— 0 in die einfache Poisson- 
‘he Formel übergeht. Mit Hilfe dieser Theorie läßt sich unter anderm die Tatsache 
rklären, daß bei einem beobachteten Mittelwert monatlicher Sterbefälle von 5,5 die 
eobachtete Streuung 83,56 beträgt, (während nach der einfachen Poissonschen Formel 
‚eide Zahlen gleich sein müßten). Die Pölya-Eggenbergersche Theorie gestattet, 
wenn man die verfügbare Konstante d geeignet wählt, nicht nur die stark übernormale 
)ispersion zu verstehen, sondern auch sonst die Beobachtungsreihe befriedigend wieder- 
ureben. Daß dies mit nur einer verfügbaren Konstante gelingt, ist ein großer Erfolg 
ier Theorie. 

Zweifellos aber ist die ganze Konstruktion der Chancenvermehrung durch Einlegen 
mmer neuer Kugeln eine recht grekünstelte und ihr Zusammenhang mit dem wirklichen 
Vorgang schwer erkennbar. Eine weit natürlichere Vorstellung, die an Stelle des Pölya- 
Egrgenbergerschen Schemas treten kann, ergibt sich aus dem allgemeinen Ansatz un- 
serer Problemstellung. Der Grund dafür, daß die Statistik der Blattern-Todesfälle nicht 
dem einfachen Poissonschen Schema entspricht, ist offenbar der, daß es sich hier gar 
nicht um einzelne gleichliörmige Ereignisse handelt. Es liegen vielmehr Blatternfälle 
verschiedener Typen vor, solche, die eine alleinstehende Person betreiien, solche, die ein 
Ehepaar, eine größere Familie, alle Bewohner eines Hauses oder dergl. umfassen. Jeder 
dieser Typen stellt für sich ein »seltenes Ereignis« vor, das im Sinne der Zählung der 
'odesfälle als ein ein-, zwei- oder mehrwertiges zu zählen ist. Wir haben also eine 
teihe von Wabrscheinlichkeiten v(1), v(2),... die alle klein sind, und die in eine 
Schlußformel so eingehen, wie dies oben in Abschnitt 1 und 2 ausgeführt wurde; |[v (0) 
bedeutet dabei natürlich die »große« Wahrscheinlichkeit für das Nicht-Eintreten des Er- 
eignisses|. Daß es gewiß leicht möglich ist, auf diese Art mit Hilfe von vielen verfüg- 
baren Konstanten eine Anpassung an ein gegebenes Beobachtungsmaterial zu erzielen, 
braucht nicht erst gezeigt zu werden. Von Interesse wäre die Durchführung der Theorie 
erst dann, wenn durch eine entsprechend ausgebaute Statistik Anhaltspunkte für die An 
nahmen der vd (u) geboten würden und dann auf Grund solcher Annahmen Mittelwert und 
Streuung in Theorie und Beobachtung verglichen werden können. 

Eine unmittelbare Anwendung der gemischten Formel (26) bietet z. B.. die 
Statistik der Selbstmorde, wenn Erwachsene, (Männer und Frauen), und Kinder, (Knaben 
und Mädehen), gesondert betrachtet, und dabei Selbstmorde der beiden ersten Gruppen 
ıls innerhalb des betrachteten Kollektivs häufige, der beiden letzten Gruppen als seltene 
Kreignisse gezählt werden. Auch in der Vererbungsstatistik, worauf Hr. F. Bernstein, 
ler die Anregung zur Untersuchung des gemischten Falles gegeben hat, hinwies, ist diese 
semischte Formel heranzuziehen. 


4. Einführung der w-Reihe. Die weitgehende Analogie, die zwischen der 


’oissonschen w-Funktion und der Gaußschen Funktion y (X) = , -e” hinsichtlich 
7T 

ihrer Bedeutung als Grenzfälle der allgemeinen Wiederholungswahrscheinlichkeit besteht, 
egt es nahe, den Grundgedanken der Kollektivmaßlehre, der in der Verwendung von 
; x) als »Vergleichsfunktion« für beliebige Verteilungen besteht, hierher zu übertragen. 
Bekanntlich wird durch Bruns eine willkürliche Verteilung durch eine Reihenentwicklung 
largestellt, an deren Spitze die Funktion % (2) = %, (x) steht, während die übrigen Glieder 
durch die sukzessiven Ableitungen von % (x) nach x gebildet werden. Charlier') bat 
ı Analogie hierzu ohne Beweis — die Behauptung auigestellt, daß eine willkürliche 
ırithmetische Verteilung v(x), deren Definitionsbereich die Zahlen = 0,1,2,... 
ilden, deren Werte v(6), v(1), v(2),... größer oder gleich Null sind und die 
‚umme Eins haben, nach den sukzessiven Differenzen der Poissonschen Funktion 


T 


, Wa 
v (a, X) = WW (X) = — e” Wut...) 
2! 
:ntwiekelt werden kann; a ist dabei stets ein positiver Parameter. Er setzt: 


ı,1.es8 














302 Pollaezek-Geiringer, Poissonsche und willkürliche Verteilung ch une 
(2) = — WE) + wo (a — 1) 
vw (2) = — vı (8) + pı (@ — 1) 
En a na (29). 
w.()= — W,-ı (ae) + Wuzı (MC 1) 





Die rekursive Ausrechnung zeigt, daß w,(ax) das Produkt von Wu (x) in ein Polynon 
Pa (x) n-ten Grades in x ist au. 


Für die p.(x&), die hier eine ähnliche Rolle spielen, wie die Hermiteschen Polynom« 


für die sukzessiven Ableitungen der Gaußschen Y-Funktion gilt gemäß (29) die folgende 
Rekursion: 


Pr (2) = — Pı-ı (8) + Pr-ı (8 — 1); (aa) =1. . . . (83), 
a 
mit deren Hilfe man die p, (x) und somit die w,„(x) finden kann: 

Po (e) — 1 
x 

pPı (x) = — 
a 
(9 —1) . 

pı (x) = : nt ) (32) 

a” 


ri 


; ; n\ x 
P. (2) = 2 ee ,r ’ ( ) ( ) va . _ 
v—(0 v v / 


Von einer anderen Definition, deren Uebereinstimmung mit der von Charlieı 
leicht nachzuweisen ist, geht Ch. Jordan') aus: 


v.(2) = Pı (X, Wo (ft) = — Do (x). 
it (A 
Es wird hier also , (2) = W (a, x) nach dem Parameter a differenziert. Wegen: 
: n- y wo (x) + vo (ea —1) = W, (X) 
eilt: a yvo) — u, (x), 


da” 


woraus die llebereinstimmung der beiden Definitionen hervorgeht. Wir werden hier von 
dieser Definition keinen weiteren Gebrauch machen. 


Die w, bezw. die p. genügen der folgenden Orthogonalitätsbedingung: 


I. F. I 
o o i 
E p.(a)un(a) = Pu (R) Per) wo (x)  v.(z)w.(e) 0 mFfn 
3.=8 ! () voox) 
n! ; 
= — (Mel). + 5 (Mi, 
denn durch partielle Summation folgt: a" 
I- I. 
n % i 
2 Pm (X) dr (8) = [— Yn-ı (I) pm) + 2 Yn-ı(®) Spa @), 
z—U) z—U 


wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer an den Grenzen verschwindet. 
Ist dann m <n, so folgt durch (m + 1)-malige Anwendung dieses Prozesses: 


Y N 
= Pm(a) ya FE Wanı (2) Pi), 


T Ü r 0 
denn die (m -+ 1)-te Differenz von p, (x) (eines Polynoms m-ten Grades) verschwindet 
Dasselbe gilt für m >n da 


W.(2) Pn (X) = Wo Pr (X Pm (X) — Wm() Pi («) K 
Ferner gilt für mn 


m N u. n! 
= (2) pl) = 2 Wil) I" pa) = N" Pla) EZ Wk) —, 
x U x () r 0 a 
n ! 


da zufolge (32 2m) = 


a 


I), Oh. Jordan.,l|.« 
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Ist nun 
vr) m Wer) + a Wwı (X) 4 ::: 2 ee. (84), 
o bedeute das Zeichen -, wie üblich, daß — ohne jede Annahme über Konvergenz und 
ültigkeit der Entwicklung — die Reihe rechts die Charliersche Reihe von v (x) ist, 
h. daß die a, aus v (x) nach Formeln gerechnet werden, die den Eulerschen Formeln 
ir die Fourierkoeffizienten entsprechen. Diese aus der ÖOrthogonalitätsgleichung (3) 
‘olegenden Formeln lauten hier: 


n 2 
a . r 
An —= EN et er 
n!e—0 
Da nun, wie man aus (32) sieht, die p, (x) vom n-ten Grade in x sind, so sieht 
nan, daß a, linear von den ersten (m + 1) Momenten mo, Mı, -.. mM. von V (X) 
I. 
m— 2 «v(e) u ir A 
x 0) 
ıbhängt. Die ersten (n + 1) Koeffizienten au, @ı,...«@. sind also als lineare Kombinationen 
der ersten (n + 1) Momente mo, mı,... m, durch diese bestimmt, und zwar sind das linear 
* „ * * » .. * . 1 
unabhängige Kombinationen, da in dem Ausdruck für a, jeweils der Summand m 
vr} 
neu hinzutritt. Daher gilt auch das Umgekehrte. Die @,4,...4,. und mo, Mı, :.. Mu 


bestimmen einander also gegenseitig. Darauf beruht der a. a.0. gegebene Beweis des 
Entwicklungssatzes einer arithmetischen Verteilung in eine %- Reihe. 


Für die ersten Koeffizienten a, qı,... liefert die Ausrechnung nach (35) 
o=m; dem — ma; =! my — (1 + 2a) m + "aa? mo | (37) 
e 2... a or) 

4; = 1 6 Ms 1 2 (1 — a) my + 1/,; (2+ 3at 3a?) 5 Mo a" \ 


„ In der Wahrscheinlichkeitsrechnung handelt es sich stets um solche v (x), für 
die £ v(x)—=1 ist. Man hat dann mo —= 1, also den ersten Koeffizienten & = 1. Das 


4 u) 


Anfangsglied der Entwicklung ist somit ws, (X), so daß die übrige Reihe die Abweichung 
der gegebenen Verteilung von der Poissonschen darstellt. Wählt man überdies den 
Parameter a, den die Entwicklungskoeffizienten noch enthalten, gleich dem Mittelwert 


F 


— 2 rv(e), so verschwindet der zweite Koeifizient: ı = mı —- uam = m —a—(\. 
7 v) 2 
. . . . mg — a? a | {7} . 07) . 4 
Der dritte Koeffizient wird dann: & = a (s’—.a), wobei s? die »Streuung« 


der Verteilung, bezogen auf den Schwerpunkt, bezeichnet. Das dritte Glied der Ent- 
wicklung, das erste, das auf w, selbst folgt, rührt demnach her von der Abweichung der 
tatsächlichen Streuung von dem Wert a, welcher der Streuung einer Poissonschen Ver- 
teilung entsprechen würde. Durch «a, wird also nach einer ganz bestimmten Richtung die 
Abweichnng der gegebenen Verteilung von einer Poissonschen charakterisiert. Bei den 
in 2. und 3. gegebenen Verallgemeinerungen des reinen Poissonschen Falles war die 
Streuung stets größer als der Mittelwert, so daß dort a, positiv ausfallen würde. Für die 
Anwendungen kommt in erster Linie diese Entwicklung nach der »ausgezeichneten 
teihe« in Betracht, für die also 


do = 1, Ay = V, ds — 
Der Quadratsumme der Koeffizienten bei der gewöhnlichen Fourierreihe 
entspricht hier der Ausdruck: 


y. n | 


1 x 
1% (ae)]? = 2 a, a EEE EEE N (38). 


-() vo (®) | n—( a 


VS 


| 


x 


Man erhält (38) aus den ÖOrthogonalitätsbeziehungen (33) unter der Annahme, daß 
die Reihe rechts in (34) absolut konvergiert und die linke Seite darstellt. Im Anschluß 
an (35) kann man als allgemeines Maß der Gesamtabweichung der Verteilung v (x) 
von der Poissonschen Funktion t, (2) (analog dem Gebrauch in der Kollektivmaßlehre) 
den Ausdruck 


2 1 vu ' 7) 6 
y v | a . ) y 9 ft} y “ ) i , 
F = | y (A ) Zur mn (a )| ee -— Ga" . | — - Ay - 4 ä da * l ER e (39) 
z—0 Yon) n—9 a w“ “u 


20° 
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wählen. Das erscheint plausibel, da w,(%) im Unendlichen wie - gegen Null geht und 
x 


in (39) Fehler von gleichem absolutem Betrag bei wachsendem 7 in einem mit 


steigendem Maße zur Geltung kommen. 


In bekannter Weise läßt sich die hier betrachtete Entwicklung auch als die »beste 
Approximation« von v(x) durch eine abgebrochene w-Reihe deuten. Man kann analog 


n 
zu (39) für den Fehler der Approximation von v(x) durch 2 a,w,(x) die Größe 


Nn = U 


’. [ n 12 
y \ 1 ” 
= vl) 2 a,yw,(2)| re. ; 
| 0 Ivo vr 


2 u y 


als maßgebend betrachten. Sucht man hier die (n + 1) Werte der Koeffizienten so zu 
bestimmen, daß F\, ein Minimum wird, so erhält man: 


fi 


n \ 
i . 1 
y » \ , a | , ® — — 
_ va = Ay,W, IR w.,(x) == () = 6 Pe 5 
() 


() / Yg\Xr 


r = 


Hier kann man wegen (33) in der inneren Summe alle Glieder bis auf das v-te 
streichen und man erhält dann gerade die Formel (35) für a,. Die mit diesen nach (35) 
berechneten Koeffizienten «a, gebildete w-Reihe gibt also die beste Approximation im 
Sinne des Minimums von F). 


Für die praktische Berechnung der Koeffizienten verwendet man für 


Ä | n x \ . u 
Da) = 2 (— 1)" ( | »! a’ nicht diese — durch die fast vollständige Symmetrie 
y () } wu 
in n und x ausgezeichnete — Form, sondern die gleichwertige: 
Li n T L’ 
‚ N ’ - ( u 
p x) zum & (- 1)’ | ) . . . . (32). 
a” ’ (0 Nn—Vv y'! 
Dann erhält man für den n-ten Koeffizienten der Reihe 
x (L' . "4 , 
„= :(—ıV) — | \v(@) 
0) v) r () N ’ 
. % n 4 
a ‘ a’ ‘ —y 
=. 1) z 7i® | ..a—-n+r + 1)v(z = 2 (— 1) = ö 
0 viin—ı)! , —V „0 ıı (n— vr)! 
Mit #% ist dabei das /-te »faktorielle Moment«') von vr) 
# Rn 
= 2 vr) — 1)... cc k+HV)= Zva)aWM . .. . (4) 
T 0 z—=U 


bezeichnet. In der rechten Seite von (41) verschwindet der Koeffizient von v (X), sofern 
ce <k, während er für © —=% den Wert k! erhält und für >k eben durch 2(2—1)... 


(x — k-+1) gegeben ist. Um die Koeffizienten einer, sagen wir m-wertigen (also be 
grenzten) Verteilung v(@) @= 0,1,...m) zu finden, muß man sonach nur (m + 1) Zahlen 


Ho, fly. 4 rechnen, wobei in #, nur die v(x) von 2 ==k an vorkommen. Es ergibt sich: 
U = Pd) +HrVeL)+ v2) + vB)+....-4 v(m—1)+ Dim) 
", Iv(1)+20(2)+30(3)- + (m vV(im—1)—+m v(m) 
it, 2v(2)+Er(3)+.... + (m—1)(m- 2) v(m—1)+m(m—1) v (m) 
U — Gre)+....+ (mt) m—2)(m—3) vd (m—1)+m(m—1)(m—2)v(m) 
Uun-! m— 1)! v(m—1)+mm—-1 v(m) 
Hy, m!v(m) 
Un -., = Hm .». = Hm -3 — ...= U 
I) Die faktoriellen Momente «= X Via) alX) spielen eine ähnliche Rolle wie die Momente 
f & 
\ 


= 2 Vir)r‘: die ersten n Momente (n 0,1,2,...) der beiden Arten bestimmen einander gegenseitig 
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Die Formeln (35) lauten dann ausführlich geschrieben: 


oo = 1 
4, = 0) 
1192 a° 
da =. — (Altı 4 
a: RT 
4 3 
ug f13 a Aa 
Ad; = nu a 
3! 2! 2‘ 3! 
2 3 ) 
14 4412 a ug Aa 44] a ET 
du= — da = + Pe ar (36'). 
4! 31 2ı 21 ur ı3 L! 
Im Um 1 a? Hm—9 ar 
Am pe — Beni A -+- } re } 
m! (m—1)! »ı (m—?2)! m! 
Um a? [2 mn ] a’! 1 | 
Iin+ı = -a + Ye ana -H 
m! 2! (m 1)! m 1)! 


Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Koeffizienten verhältnismäßig rasch be- 
rechnen. Als Beispiel rechnen wir die Koeffizienten für die dreiwertige Verteilung, die 
dureh v (0). v (1), » (2) gegeben ist. Es ist 


w=1, u =a, MW =2V(?2) 
und daher: 
19 a? / ( 
do >= l N dı 0 R dy 9 y d3 dl ( J . 
a? ug a* ' ar=? 119 a? 
u-—( I), m=(—1) (—), 
2 2 4 (n ZB) 3 n 


5, Entwicklungssatz. Wir haben in der vorigen Nummer formal die Koeffizienten 
der w-Reihe unter Voraussetzung der Gültigkeit der Entwicklung gefunden und sind auf 
die praktische Durchführung dieser Rechnung näher eingegangen. Es fehlt noch der 
Nachweis der Entwickelbarkeit, d.h. es wäre jetzt zu zeigen, daß die Reihe, die auf der 
rechten Seite von (34) steht, konvergiert und zwar gegen die zu entwickelnde 
Fanktion v (x), deren Werte bei Berechnung der Koeffizienten benutzt werden; es. ist, 
wie man auch sagt, zu zeigen, »daß die w-Reihe von vb (x) diese Verteilung auch wirklich 
darstellte. Diesen Nachweis führen wir hier nicht. ‚Jch habe aber an anderer Stelle 
für die Entwickelbarkeit einer arithmetischen Verteilung in eine w-Reihe den folgenden 
Satz gezeigt'): 


Entwicklungssatz. Die Charliersche Reihe & w, =) + aı wı (@2)-+... einer 
LT 
arithmetischen Verteilung v (x), deren Momerte 1,= 2 (x +a)'v(x) der Be- 


7 V 
dingung genügen 


Y 


m, <“ nv’ mit "Inı=v .. .n 1. 


r 
konvergiert gleichmäßig gegen vr). 


Man sieht, daß die Bedingung (44) nur für das Verhalten von v (x) im Unendlichen 
eine Beschränkung darstellt, d.h. für die Schnelligkeit, mit der v (x) bei wachsendem x 
segen Null geht. Ist v(®) eine beliebige begrenzte arithmetische Verteilung, d.h. eine, 
deren Definitionsgebiet ganz innerhaib eines begrenzten, aber beliebig großen Teiles der 


positiven Abszissenachse liegt, die also nur für 2—= 0,1, 2,... m von Null verschiedene 
mn .. 

Werte annimmt, so wächst wegen zwv(e) <m’- 2 v(x) = m’ das »t® Moment nicht 
= 7 0 


;tärker als die »t® Potenz einer natürlichen Zahl, und (44) ist daher jedenfalls erfüllt. Für 
lie begrenzten Verteilungen, die ja praktisch in den Anwendungen die vorherrschenden 


) H. Pollaezek-Geiringer, Die Charliersche Entwicklung willkürlicher Verteilungen«., 
kandinavisk Aktuarietidskrift 1928, S. 95 bis 111. 
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sind, reicht der Satz also jedenfalls aus, um die Berechtigung der Entwicklung dar 
zutun ?). 

Man wird diese Entwicklung anwenden, um für solche empirisch gegebene 
Verteilungen vr), für die eine Erklärung durch eine wahrscheinlichkeitstheoretisch: 
Formel — wie solche z.B. in Nummer 2 entwickelt worden sind — vorläufig fehlt, 
d.h. wenn kein theoretischer Anhaltspunkt für das Zutreffen irgendeiner exakten Formel 
existiert, wenigstens eine Charakterisierung durch Zahlen zu gewinnen. Neben die 
allgemein üblichen Charakteristiken einer Verteilung, den Mittelwert, die Streuung, treten 
dann gewisse Kombinationen der höheren Momente, nämlich eben die Koefiizienten der 
Y- bzw. w-Reihe. (Eigentlich hat man es praktisch stets mit unstetigen arithmetischen 
Verteilungen zu tun, da empirische Beobachtungen stets nur mit beschränkter Genauig 
keit durchführbar sind, aber manchmal wird es angepaßt erscheinen, die empirische dis 
kontivuierliche Verteilung durch eine entsprechende stetige Kurve zu ersetzen und diese 
in die Brunssche Y-Reihe zu entwickeln.) 

Als praktische Jnterpolationsformeln kommen natürlich nur die entsprechend 
abgebrochenen Reihen in Betracht. Man kann — analog zur »harmonischen AÄnalyse« 
einer willkürlichen Funktion — hier von einer statistischen Analyse einer Beobachtungs- 
reihe sprechen, da man hier wie dort aus den ersten (rn + 1) »Fourierkoeflizienten« eine 
Vergleichskurve wo (X) + aı Wı (X) +... + a„w, (a) zusammensetzt. Inhalt des Ent 
wicklungssatzes ist von diesem Standpunkt, daß man sich auf diese Weise je nach Wahl 
von n, jeder beliebigen (gewissen Bedingungen im Unendlichen genügenden) empirischen 
Beobachtung beliebig gut anpassen kann. — Auf diese Weise gewinnt man auf jeden 
Fall, wenn auch nicht eine Theorie, so doch eine rationelle C'harakterisierung und Inter 
polation eines vorgelegten Materials. 


6. Anwendung der w-Reihe auf die Summenbildung. Sind zwei Vertei- 
lungen v; (X) und v, (X) gegeben, so berechnet sich, wie bekannt, die Wahrscheinlichkeit 
ws (2) der Summe X nach der Formel: 


\ 


x 
Die ee N, 


Wir wollen vı (.) und v; (x) durch ihre " Reihen gegeben voraussetzen und sehen, wie 
die Koeffizienten der w-Reihen von w, (x) sich aus denen der ı-Reihen von dv; (X) und 
v, (7) ableiten. Alle w-Reihen sollen dabei »ausgezeichnete« sein, deren erster Koeflizient 
Eins, deren zweiter Null ist. Die Mittelwerte von tv, bzw. t» seien aı bzw. a,, der Miittel- 


wert von W, ist dann, da sich bei dem Prozeß der Summenbildung die Mittel: 


werte bekanntlich addieren, gleich a; + a2. Wir haben also den Ansatz, wenn man 
der Deutlichkeit halber statt w; (#) jetzt w,;, (a: X) schreibt: 


vi (2) = wo (a1; RX) + W (a1; TR) +... 
v2 (7) 10 (a;X) + Pr wa (a; X) +... Ve: 2° 
mw; (7) = m (aı + a5; X) + Y2 Wa (laı + a2; T)+. 
wobei nach (35) Ri fr 
pp z pP. \aı + Az5, X 20; (z) m (2 —z 


r () 2 ) 


r 
4 
-. L ) 


v0) r 0 


/ 


’ 
tv 8 
Lu 


© — 2)p, (aı + @;% 


I) Eine weit minder einschränkende Bedingung für das Verhalten von V (r) im Unendlichen 


stellt eine von Herrn G. Szegö, Königsberg, gegebene Bedingung der Entwickelbarkeit dar. Fr 

zeigt die Entwickelbarkeit und die Konvergenz der Reihe unter der Bedingung, daß die Quadratsumme 
- | 

38) N v’(a)- konvergiert. Der Beweis beruht auf der Hilbertschen Theorie der unendliel 


Bi } ’\d 
vielen Variablen, angewendet auf die Auflösung des »Gleichungssvstems mit unendlich vielen Unbekannten« a 
U VO) = an vr (VO (dj yv v) 


v(l)=my wol) +aı vı (1) + 


Schließlich hat Herr E. Schmidt, Berlin, auf sehr einfachem Wege die notwendige und hinrel 
chende Bedingung für die Entwickelbarkeit einer arithmetischen Verteilung angegeben. ıSitzungsber 
d. Preuß. Akad. d. Wiss. 1928. 
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‚etrachtet wird, sodann für tv, (X) seine %-Reihe eingesetzt, so fällt bei der Summation 
‚ach £ alles heraus, was von den Gliedern über w, hinaus herrührt. Denn für alle 
>» gilt zufolge der Örthogonalität, wenn P, ein ganz beliebiges Polynom »-ten Grades 


OR 
n x bezeichnet 2 w,(a;x) P, (x) = 0, weil es bei Ableitung der Orthogonalitätsrelation 
z—U 


rar nicht darauf ankam, daß für P, (x) gerade das Charliersche Polynom p, (a; X) gesetzt 


wird, sondern nur die Eigenschaft des Verschwindens der (» + 1)-ten Differenz eines Po- 

vnoms »-ten Grades benutzt wurde. Da v, und t, bei der Summenbildung die gleiche 

Rolle spielen, so erkennt man, daß y, nur von den ersten v—+1 Koeffizienten der Ent- 

wieklungen für dv, und \, abhängt. Ersetzen wir also v, und t, durch die ersten 
| Glieder ihrer Entwicklungen und bilden daraus Ww,, so erhalten wir: 


P] ’ x 
3 Zah Zvla;z)m ;C—2) . . : 2. 0.648) 
—= 0 A=0 z—( 


Wir wollen nun zeigen, daß die Summen 
r 
Pırla, = FE yılaı;2z) wı (aa;X% — z) 

s—=U) 
nur von der Summe der Indizes (+4) abhängen und ferner, daß diese WI, ,» (x), wie 
wir sie sodann bezeichnen dürfen, nichts anderes sind als unsere Wo, Wı, Wa... Wir 
zeigen beide Behauptungen gleichzeitig, indem wir sie zunächst für —=4A— 0 direkt aus- 
rechnen und sodann die Gültigkeit der für die %, definierenden Rekursion (29) für 
unsere I, (r—= 1,2...) nachweisen, wobei wir voraussetzen, daß die zu beweisende Ab- 
hängigkeit von der bloßen Indizessumme bis zu einem bestimmten r—ı-+4 bereits 
ieststeht, was man gewiß voraussetzen darf, da das für ‘/, zutrifit. Es ist zunächst: 


P,@)= 2 


2 ( 


I vr] 
\ / - i / a9 «a9 day 
volaz2)yolaza— ernten. (4 Tu.) 
' a! (e — 1)! 1 


e (a . Ag) + .= | 
- B 2 (tt 9) = Wo (a, + 0; 7) ee (49). 


LT: 


Ferner bilden wir, wie es die Rekursion (29) vorschreibt: 


AP oa —1)= — Fu (a;2)w (a; —z)+ I ula;)wm(a; rt —z— |) 
= Ivy daı ;2)° Im; —z- L)| - I uw. laı 2) wm +ılaz; P z) 
re. een: et re ee er WE 


anderseits aber gilt auch, da die Abhängigkeit von der Indizessumme allein bis zu 
’— +4 bereits als erwiesen gelten soll: 


AP oa —ı)= — I wu -ı(la;2) Swysr(la;t —z— 1) 
ur, — W u tr (k ei ei 
und 
— A +) (x ) = — ze Mr (as: z) JW)+-: (a: X z—|]|) 
u A ıoını ee "% Pose | Br (52), 


‘9 daß gezeigt ist, daß tatsächlich 7, »+ı nur von der Indizessumme abhängt und 
außerdem der Rekursion (29) genügt; somit ist: 
IT, a) =- vw (a + m; %) . se Tg EN ER 

Es ergibt sich also gemäß (48): 

Wenn man die Faltung w, zweier Verteilungen V,, Wa, deren w-Reihen 
die Koeffizienten «,, ß, besitzen, in eine w-Reihe mit den Koeffizienten y, 
entwickelt (—=0,1,2,...), so bestehen die Beziehungen: 

y=0%-+ Ps Üy=9 } Pa @y-3 } .. + 
bzw. es gilt identisch in &: 
I+9H 2°’ +9: 7°+...=-(1+9 7° +..) (1+ßr+..) . -. (54). 


Dabei sind die Parameter der drei Reihen die Mittelwerte der drei Ver- 
eilungen, also a,, & und a, + @. 
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Entsprechend gilt identisch in #, wenn w, das Resultat einer (n — 1)-fachen Fal 
tung, vorgenommen an den Funktionen d,,...Y%,, bedeutet: 
w.)=323...290(2)% (%)...0.(2 — 2 . u 0 


2, 2: 
nn |] 


sobald man jedes der tv, in seine (ausgezeichnete) w-Reihe mit dem Mittelwert a, als 


Parameter und den Koeffizienten &”) v—=1,...n), (—=0,2,...) entwickelt, und w, (x 
die Koeffizienten 7, und den Parameter (4 +4@3-+...-+a,) hat, identisch in &: 
lI+9 0° +... =, WR? +...) 1 + MR +...)... 1m" 2° +... (58). 


Den bisherigen Resultaten dieser Nummer entsprechen ganz analoge hinsichtlich der 
p-Reihe (Brunsschen Reihe) der n-ten Faltung. Aber die nun folgenden Ueberlegungen 
werden einen wesentlichen Unterschied der beiden Fälle zeigen. 

Man kann nämlich im Falle stetiger Funktionen die Faltung w, in ihre 
y-Reihe entwickeln (wobei die Koeffizienten derselben formal genau so aus den Ent 
wicklungskoeffizienten der vı ... vo, abzuleiten sind wie in unserem Falle) und sodann 
den Laplaceschen Grenzübergang durchführen, d.h. mit n so gegen unendlich gehen, 
daß gleichzeitig Mittelwert und Streuung von w, unbegrenzt wachsen. Dann zeigt sich, 
daß sämtliche Koeffizienten dieser Q-Reihe, mit Ausnahme des ersten, im 
limes gegen Null gehen und daß sich die ganze Reihe im limes auf das erste Glied, 
welches gleich 9: 1! ist, reduziert. Dies bietet dort eine Möglichkeit zur Ableitung des 
allgemeinen »Fehlergesetzes« (Fundamentalsatzes), das nur von zwei Konstanten (dem 
Mittelwert und der Streuung) abhängt. 

Führt man aber hier für die w-Reihe der (n—1)-ten Faltung w, (x), deren Koeffizienten 
zemäß (54) aus den Koeffizienten der w-Reihen der tı,...t", gewonnen werden, den 
Poissonschen Grenzübergang durch, (bei dem die Voraussetzung gemacht wird, daß die 
Kinzelwahbrscheinlichkeiten aller »se'tenen EKreignisse« zusammen so klein sind, daß sie 
wie I/n gegen Null gehen), [vergl. Nr. 2], so zeigt die w Reihe ein ganz anderes Ver 
halten, als man nach Analogie mit der g- Reihe vermuten würde. Beim Grenzübergang 
reduziert sich die Reihensumme keineswegs auf das erste Glied. Dies letztere geschieht 
nur im Falle einer einfachen Alternative, mit v,(O)=p, Wl))= m: m tp=| 
r— 1,...n). Schon bei dreiwertiger Verteilung bleiben unendlich viele Glieder der 
Reihe, die im limes nicht gegen Null gehen. Wir wollen diese Verhältnisse an dem 
einfachen Falle der dreiwertigen Verteilung verfolgen, da es für allgemeine m-wertige 
Verteilungen prinzipiell genau so ist, und wollen sogar, da es auf die Verschiedenheit 
der v, jetzt nicht ankommt, sie der Kürze halber für dieses Beispiel alle als gleich an- 
nehmen, so daß sich (54) auf: 


I+Y32%°+..=-1+mR°+...”". 2. 2.20.20. 0. (54) 
reduziert. Demgemäß erhält man: 


n - n 
pn, p—Nnd, Yı nd - (7), p=nd—+ 2(")@; (tz 
| . (56) 
, rg n e nn 2, n Er \ 
Ye = n &, + :(,)« (£y + (;) (13 + (7). me | 
Da aber nach (45) 
' ak - / a’ . 
(£ı ( 1)‘ v(2)- mitt a=t(l) +2 r2)=g-+?r, 
(k = = ' k 
so sieht man, daß in ya, }4, Yo, - - - Jeweils ein Bestandteil auftritt, der bei wachsendem n 
oberhalb einer endlichen Schranke bleibt, nämlich: 
’ N PR n we 2 
nr ım Y2;3 ( . Fr Jı> (") r’” 30 76 usf. 
a N a? . .. r . 
Denn es ist zB p=nr a und da na beim Grenzübergang endlich bleibt, geht 
na’—-0, aber nr nicht! Alle diese Bestandteile rühren, wie man sieht, daher, daß der 


eine Koeffizient «% = r — a‘/2 ein mit der 0-ten Potenz von a multipliziertes Glied ent- 
hält. Wäre v(x) vierwertig, so würden nicht nur in «, sondern in & und “ gemäß 
(35’) solche mit der 0-ten Potenz von a multiplizierte Bestandteile auftreten, welche von 
v(2) und v(3) herrühren. Bei der n-ten Faltung würde dann schon jeder Koeffizient der- 
selben — nicht nur, wie im Falle der Summenbildung aus dreiwertigen Verteilungen, 


jeder zweite — solche beim (Grenzübergang endlich bleibende Bestandteile aufweisen. 
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Man könnte nun in diesem Spezialfall das Resultat von Abschnitt 2 zu verifizieren 
ıuchen, indem man in der W-Reihe für w, (7) die Summe aller Glieder bildet, die bei 
vachsendem n endlich bleiben'). Im Falle der Summenbildung aus dreiwertigen Ver 
eilungen wäre die Summe: 


; n 9 n 2 1 .- 
[1 + pı (na: nr + pı (na; a) (") r’ + po (na: ®)-(")r’+ ...|ywo(na;x) (57) 
‚u betrachten. Tatsächlich findet man, wenn man auf diese Weise den Grenzübergang 
erfolgt — wenn auch auf umständlichem Wege die in 2, abgeleitete allgemeine 
'oissonsche Formel (23) wieder. 778 


Über ein neues allgemeines Verfahren zum Entwerfen von 
sraphischen Rechentafeln (Nomogrammen), insbesondere von 
Fluchtlinientafeln. II. 


Von ALEXANDER FISCHER in Göding (Mähren). 


I. Theoretischer Teil, 


1. Fluchtlinientafeln auf beliebigen Flächen: Problemstellung. Wie bereits 
im ersten Teile (zitiert als »I« und »II«), gezeigt wurde, wird die durch die Gleichungen (I) 
bis (III), der »Ablesegeraden«e, der »],ösenden Kurve« und der »Bezifferung« bestimmte Zu 
ordnungsbeziehunrg nicht gestört, wenn man die daselbst zunächst eingeführten Koordinaten 
in verschiedener, ganz bestimmter Weise transformiert, indem man neue Koordinaten ein- 
ührt. Es steht nichts im Wege, diese letzteren als krummlinige, Gaußsche Koordinaten 
zu deuten, man hat dann bereits die Theorie der Fluchtlinientafeln auf einer Fläche. 
Das hier vorliegende Problem kann in seiner allgemeinsten Form folgendermaßen ausge 
sprochen werden: Es sei eine Fläche vorgelegt; kann auf ihr eine — zweiparametrige - 
Kurvenschar bestimmt werden, die die Rolle der Ablesegeraden übernimmt, die also den 
verschiedenen Geraden der Ebene entspricht? Diese allgemeine Form des Problems dürfte 
aber der Lösung große Schwierigkeiten entgegensetzen. Es kommt daher zunächst fol- 
sende Problemfassung in Frage: Es sei eine Fläche vorgelegt; kann man sie auf die 
Ebene derart abbilden, daß eine bestimmte Kurvenschar auf ihr den verschiedenen 
(reraden der Ebene entspricht? Für die »bestimmte Kurvenschar« kämen nun die in der 
Theorie der Flächen behandelten Kurvenscharen auf den Flächen, d. s. Krümmungskurven, 
Asymptotenkurven und geodätischen Linien in Betracht. Die beiden ersteren sind, da durch 
Differentialgleichungen erster Ordnung’) bestimmt, von vornherein von der Betrachtung 
auszuschließen, nicht jedoch die geodätischen Linien, die durch eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung’) bestimmt, überdies noch den großen Vorzug leichter mechanischer 
Realisierbarkeit (gespannter Faden auf der Fläche!) genießen. 

Es ist nun ein sehr glücklicher Umstand, daß dieses Problem bereits seit längerer 
Zeit völlig gelöst vorliegt. E. Beltrami stellte und löste 1866 folgendes Problem, auf 
das er durch die Theorie der geographischen Karten geführt worden war‘): 

Es sei eine Fläche gegeben; kann man sie auf die Ebene derart abbilden, daß 
die geodätischen Linien der Fläche den verschiedenen Geraden der Ebene entsprechen ? 

Es seien x und y die geradlinigen — rechtwinkligen oder schiefen — Koordinaten 
eines Panktes der Ebene und /, « die krummlinigen Koordinaten des entsprechenden 
Punktes der Fläche. 

Die Formeln, die das Entsprechen zwischen den Punkten der Ebene und jenen der 
Fläche darstellen, seien 

c—=@(l,u), y=»v(}, u). 


I) Dabei ist zu ‘beachten, daß die Bezeichnungen ietzt (von Abschn. 4 an) andere sind als in 
\bschn. 2. a heißen jetzt die Mittelwerte der Verteilungen, die dort 5b hießen und keine besondere Rolle 
spielten; während a dort die in (2) gegebene Bedeutung hatte, und diese Summen (2) treten wieder 
hier nieht explizite auf. Was z.B. jetzt in (57) (na) heißen muß, wäre in der Bezeichnung von 2, als 
!ı + 2a» zu schreiben. 

2) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 7 (1927), H. 3 und H.5. 

3) S. F. Klein (2), S. 7. 
+) Nach G. Darboux (le), S. 41ff. (Nr. 597). 
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Jeder (reraden der Ebene, die durch die Gleichung 
a: + by CU) 


dargestellt wird, wird eine Kurve der Fläche entsprechen, die ebenfalls durch die Beziehung 
a, u) +br(), W)+H+ec= 0 


definiert wird. Es wird notwendig sein, daß diese Gleichung eine geodätische Linie dar 
stelle und daß sie folglich, indem man darin a’c, b/c als willkürliche Konstanten ansieht, 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 2. Ordnung der geodätischen Linien er 
gibt. Das Problem von E. Beltrami wird also unmittelbar auf das folgende zurückgeführt: 
Es ist zu untersuchen, ob die allgemeine Gleichung der geodätischen Linien auf 
die Form 
a'+brı+c—=0 


gebracht werden kann, worin a,b, c willkürliche Konstanten und ©, » Funktionen der 
krummlinigen Koordinaten /, «© bedeuten. 

Nach den hierfür durchgeführten Rechnungen’) ergibt sich als notwendige und 
hinreichende Bedingung: 

Die einzigen Flächen, die eine Lösung des gestellten Problems ergeben, sind jene, 
deren Totalkrümmung (Gaußsches Krümmungsmaß) A konstant ist'). 

Dieser Satz ist im wesentlichen mit dem folgenden identisch’): 

Auf jeder Fläche von konstanter Totalkrümmung gibt es solche Parameter, in 
denen die geodätischen liinien der Fläche durch die allgemeine lineare Gleichung zwischen 
den Parameteın dargestellt werden. 

Es möge aber auf folgenden nicht unwichtigen Unterschied zwischen den beiden 
hier vorliegenden Problemen aufmerksam gemacht werden. Bei dem Problem der geo 
graphischen Kartenprojektion wird die Eigenschaft der geodätischen Linie benutzt, die 
kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten der Fläche darzustellen; es ist also eine 
metrische (Längen-)Beziehung, auf die es hier ankommt. Bei der Nomographie spielt 
hingegen die formale Gestalt der Gleichung der Ableselinien die Hauptrolle. Es ist 
also nicht das Hauptgewicht darauf zu legen, daß diese Linien gerade geodätische 
Linien sind und nur die gewissermaßen zufällige Tatsache, daß für dieselben das vorge 
legte Problem bereits gelöst ist, erklärt, daß dieselben zuerst behandelt werden können. 
Es entstehen da sofort neue Fragen, ob z.B. die in »I« behandelten Tafeln im logarith- 
mischen System, oder mit Konchoide usw. als Ableselinie geodätische Abbildungen einer 
bestimmten Fläche konstanter Totalkrümmung sind und welche dies ist usw. 


2. Fluchtlinientafeln auf der Pseudosphäre. Zu den Flächen konstanter 
Krümmung gehören für K— 0 außer der Ebene die abwickelbaren Flächen — auf die 
aber nicht weiter eingegangen werden sol —, ferner für X=1 die Kugel, die beide in 
»I« bereits behandelt worden sind. Insbesondere findet die dort überraschende Tatsache 
der Uebereinstimmung der (Gleichung der Kugelgeraden mit jener der Ebene ihre natur- 
gemäße Erklärung. Im folgenden soll nun eine Fläche mit negativem Krümmungsmaß 
(K = — 1) behandelt werden, und zwar bloß ihre geodätische Abbildung auf die 
Ebene, d. i. jene Abbildung, bei der den geodätischen Linien auf der einen Fläche eben- 
solche Linien auf der anderen entsprechen. 

Hierfür gibt G. Darboux (1c)°) zwei Arten, und zwar 


I. die Abbildung von H. Poincare') und 
2. die Abbildung von E. Beltrami. 


Bei der ersteren werden die geodätischen Linien als Kreise, bei der letzteren als (reraden 
in der Ebene abgebildet. Es werden beide nomographisch brauchbare Ergebnisse liefern, 
und zwar gelangt man bei der ersteren Abbildung zu einer Verallgemeinerung der Tafeln 
mit äquidistanten Punkten von N. Gercevanoff (s. u.), bei der letzteren ergeben sich 
neuartige Tafeln mit Parallelenschar bzw. Rechtwinkelkreuz als allgemeinen ÄAblesegeräten. 
Die Pseudosphäre‘) (s. Abb. 1) ist jene Fläche konstanter negativer Krümmung, 
die durch Drehung der Traktrix um die Grundlinie entsteht. 
))S.W, Blaschke (1), S. 126, Aufg. 13. 
2), S, G. Scheffers (1), $. 416, Satz 9. 
3) S. 394 ff. 
Vergl. jedoch R. Bonola-H, Liebmann (1), S. 134, Fußnote 2. 


5) S, z.B. letztgenanntes Werk, S. 132. 
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a) Abbildung vonH. Poincare: Wie die von G. Darboux (Le)') ausgeführten 
'echnungen zeigen, ergibt sich als Gleichung der Abbildung der allgemeinsten geodätischen 
inien auf der Fläche in der Ebene die Gleichung 


ee?’ + y’— 2b c=0, 
worin 5, e willkürliche Konstanten bedeuten, also Kreise. Diese 
Gleichung kann, auf die Form 


2 —b’ + yb’+c=b’— (—c)=r’ 
‚ebracht, nomographisch folgendermaßen verwertet werden: Der 
\littelpunkt des Kreises liegt stets auf der x-Achse, der Halbmesser 


ist als Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks aus b und \e(e> 0), 
welche Größe auf der y-Achse aufgetragen wird, mit dem Stechzirkel 
abzugreifen. 
Ist e<{0, so ergibt sich aus 
D”’=r’+(— ce) 

zunächst die Konstruktion von r aus der | c-Leiter mittelst einer 
Stechzirkelstellung; mit dem gefundenen r ist nunmehr wie bei ce >0 
vorzugehen. Da der Mittelpunkt des Ablesekreises stets auf der 
r-Achse liegt, kann als Ablesegerät eine Geradenbildtafel mit konzentrischen Kreisen ver- 
wendet werden und ein eindimensionaler Rechenschieber konstruiert werden. 





Abh. 1 


Die Transformationsgleichungen für die »Abbildung von H. Poincare« lauten also 


“ u nd j ' 49 
ae 5 2 2 ’ ae 2) 2» 
z’+y a +y 
/1,, 44; . Maßstabfaktoren); es ist also die Transformation quadratisch. |Auch die — hier 
nicht weiter zu behandelnde — allgemeinere quadratische Abbildung gemäß 


et y’+b(xe +uy) +-c=0 
ı = beliebig, aber fest) ergäbe nomographisch brauchbare Ergebnisse]. 


Wie bei den Tafeln von N. Gercevanoff sind auch hier gewisse Mißstände’) zu 
verzeichnen, die die Brauchbarkeit dieser Tafeln vermindern. Es möge noch erwähnt 
werden, daß die Abbildung von H. Poincar@ konform ist, welcher Umstand aber auch 
hier anscheinend weniger wichtig ist. i 


b) Abbildung von E. Beltrami. Diese geht gemäß -G. Darboux’) (le), aus 
der ersteren durch die Transformation 


Ä , 
2. 5 N fi 
Br i- Fr 
hervor. Die im vorstehenden angeschriebenen Transformationsgleichungen gehen für die 
‚Abbildung von E. Beltrami<« in folgende über: 


u) % 1—y 
er = MM 
1+y I+y 


4, 43 » Maßstabfaktoren). Es geht 
dann die Gleichung der Ablese- 
geraden 


St 


aS+br=1 








über in 
au, X ho | 
Yy + . 
bug+i bug+ | 
Mau erbält also, wenn man die in a) 


dieser Gleichung vorkommenden 
(rößen in einem kartesischen System [FamnTzaut) 
deutet, Tafeln mit Parallelenschar 
(s. Abb. 2a) bzw. mit Rechtwinkel- 
kreuz (s. Abb. 2b) als Ablesegerät. Abb. 2a. Abb. 2b. 








I) S, 400 (Nr. 786). 
%), S,M. d’Oeagne (1), S. 392; H. Schwerdt (1), S. 246. 
3) S, 419 (Nr. 801). 
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Im ersteren Fall gibt der »Einstellfaden« die Richtung an, während der »AÄbles: 


ei 
1 


b us - ° . . a . 
faden« durch den Punkt auf der y-Achse hindurchgeht; im zweiten Fall ist deı 


bug+i 
‚Einstellfaden« um 72 gegen den »Äblesefaden« gedreht. Der Nachteil dieser Tafeln 
ist der, daß sich bei drei Veränderlichen für eine derselben (b) ein überzähliges System 


ergibt, so daß diese nicht als gesuchte Größe auftreten darf. — Oft kann auch von der 
Schreibweise | 
aM] bug+l 
I+bug l 
a dı 


mit Vorteil (sebrauch gemacht werden. Die zur Einstellung dienende Leiter des über 
zähligen Systems wird in den Anwendungen durch den Zeiger e gekennzeichnet werden 


3. Parallelenschar (Rechtwinkelkreuz) als allgemeine Ablesegeräte. Bei 
Betrachtung der Abbildung von E. Beltrami ergab sich nachträglich die nomographische 
Brauchbarkeit der folgenden Form der Gleichung der Ablesegeraden 


a ar 1 
un ’ — . 
J b b 


Wie leicht ersichtlich, kann jede Fluchtlinientafel mit Ablesegerade (für die kanonischen 
Formen I bis IV, insbesondere) ohne weiteres als solche mit den hier behandelten Ablese- 
vorrichtungen konstruiert werden. Wie in den Anwendungen gezeigt werden wird, lassen 
sich viele der von M.d’OÖcagne, R. Soreau und insbesondere von dem Urheber dieser Tafel- 
klasse, M Beghin zur Demonstration gewählten Beispiele auch nach dem hier gewählten 
Gesichtspunkt darstellen. Da die Vertafelung also bloß auf einer veränderten Schreibweise 
der Gleichung der Ablesegeraden beruht und die Gleichungen der Lösenden Kurve bzw. 
deren Bezifferung keine Aenderung erleiden, ist hierüber nichts weiter zu sagen; die 
Anwendungsbeispiele werden gemäß »I« vollkommen verständlich sein. 

Wie in »I« bereits angegeben, unterscheidet R. Soreau (la)'!) bei der Anwendung 
der Doppelfluchtung erster Art auf Gleichungen mit drei Veränderlichen drei Möglichkeiten; 
die erste und dritte wurden daselbst in Kürze behandelt. Wie leicht einzusehen, ist durch 
die eben besprochenen Tafeln der zweite, hier noch nicht behandelte Fall der »Ver- 
doppelung einer Veränderlichen (z2,) mit zwei Kurven (zı) für diese Veränderliche« ver- 
allgemeinert. In den Anwendungen werden die von R. Soreau (la) gewählten Beispiele, 
deren eines von M. Beghin herrührt, ebenfalls gegeben werden. — Es möge schließlich 
erwähnt werden, daß M. d’Ocagne (1)?) bei der Aufstellung der kanonischen Form für 
diese Tafeln für Beziehungen zwischen vier Veränderlichen ausdrücklich bemerkt, daß, 
wenn man ı, =z, setzt, man auf eine Darstellungsmöglichkeit für eine Gleichung zwischen 
drei Veränderlichen kommt, in der dieser Veränderlichen zwei Leitern entsprechen. Er 
erinnert auch daran, daß diese Veränderliche zı nicht als Unbekannte auftreten darf. 
Als alleinige Beispiele bringt er die im folgenden ebenfalls gegebenen Tafeln für die 
Berechnung der Böschungsmauern (für drei Veränderliche) und für die Bazinsche Formel 
(für vier Veränderliche) (s. »Il«) ’). 


4. Verschiedene Fragestellungen. Im folgenden soll auf einige offene Fragen 
in Kürze hingewiesen werden, deren Beantwortung vielleicht neue Ergebnisse liefern würde. 


a) Ueber ein Koordinatensystem. Wie aus der derzeit vorhandenen Litera- 
tar ersichtlich, sind außer den kartesischen Punktkoordinaten, Polarkoordinaten, sowie 
M. d’Ocagneschen Parallelkoordinaten keine anderen Koordinatensysteme in der Nomo 
graphie in Verwendung. Gemäß dem in der vorliegenden Arbeit behandelten ist die 
formale Darstellung der zur Anwendung gelangenden Ablesekurve für die Theorie der 
Flachtlinientafeln von ausschlaggebender Bedeutung; hierbei wurden bloß die kartesischen 
Systeme benutzt. Es wären nun die weiteren Koordinatensysteme in der angezeigten 
Richtung zu untersuchen. Es sei bloß in Kürze auf ein von G. Darboux (2)‘) nur 
beiläufig erwähntes System, »un systeme qui n'est, pour ainsi dire, jamais employ6, 


8, 355. 
2) S. 366. 
3) Anm. bei der Korr.: Vergl. hierzu C. v. Dobbeler, Vierskalige Nomogramme. Diese Zeitschr. 
Bd. 7 (1927), H. 6. 
sır1. 
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elui des coordonnees biangulaires« hingewiesen. Wählt man nämlich in einer Ebene 
rei Grundpunkte «, #, M und betrachtet die Winkel M«p und MPp als Biangular- 
oordinaten eines Punktes p, so stellt die Gleichung 


Acotge (p« M)+Bcotg (pP M) = konst., 


‚obei A, B passend gewählte Konstanten sind, einen Kegelschnitt dar, der durch die 
rei Punkte p, a, & hindurchgeht. G. Darboux geht auf diese »curieuse r@lation« nicht 
veiter ein. 


b) Ueber zwei Transformationen der Geradengleichung. Obwohl an- 
heinend ohne nomographische Anwendbarkeit, sollen des Interesses halber die folgenden 
eiden formalen Transiormationen der Geradengleichung gegeben werden. 

Führt man in der Gleichung der Geraden 

atc+b ya] 
die Transformation ; 


a. log x, E_ log n, (u = konst.) 
[7 u 


sg 


urch, so erhält man: a a A EEE ei © ° 


ılso im kartesischen System gedeutet, höhere Kurven. Führt man weiter in (A) ein 
71 x 
— == y y=- ; 
3 73 
:o erhält man, wenn & @=1, 2, 3) als Dreieckskoordinaten deutet: 
0," 9? 005° —(. (a+b+c=0). 





Es ist dies die Gleichung der von F. Klein- S. Lie untersuchten W-Kurven!'). Es er- 
reben sich also in beiden Fällen Tafeln mit fallweise veränderlichen Ablesekurven 
vergl. auch »I«). 

c) Zur Theorie der Netztafeln. Bekanntlich sind die ersten Netztafeln für 
drei Veränderliche als Darstellungen von Flächen durch Niveaulinien ?) erklärt worden, 
welche Erklärung ja am naturgemäßesten ist. Es ist der unbestreitbare Vorteil solcher 
Netztafeln gegenüber den Fluchtlinientafeln, daß die Fläche, in der sie die vorgelegte 
Funktion darstellen, in beliebiger Weise deformiert werden kann, ohne daß die zugrunde- 
relegte Zuordnungsbeziehung gestört werde. Es möge nun auf eine anscheinend noch 
nicht behandelte andere Deutung in Kürze hingewiesen werden. Wird nämlich das aus 
den drei Kurvenscharen bestehende (Gebilde aus undehnbaren, festgeknoteten Fäden her 
sestellt und aus seiner Fläche herausgenommen, so kann es als Gewebe (Netz) betrachtet 
werden. Es wäre die Theorie der Gewebe’) heranzuziehen, wodurch sich vielleicht neue 
Darstellungsarten erzielen ließen. Insbesondere erhebt sich die Frage, ob sich außer der 
ursprünglichen und der auf sie abwickelbaren Flächen noch andere Flächen mit diesem 
(tewebe »bekleiden« ließen. 


5. Die kanonischen Formen für Beziehungen zwischen drei Veränder- 
lichen. Da in »I« gezeigt wurde, daß die kanonischen Formen für Beziehungen zwischen 
rei Veränderlichen die Grundlage für die übrigen Tafelformen bilden, so sollen im nach- 
stehenden bloß die ersteren ausführlicher behandelt werden. Für die allgemeineren 
Gleichungsformen sowie die Tafeln für die Beziehungen zwischen mehr als drei Veränder- 
lichen werden die Anwendungen im zweiten Teile dieser Arbeit ohne weiteres verständ- 
iche Tafeln bringen. Es möge nur kurz darauf hingewiesen werden, daß die Tafeln 
nit kreisförmiger Ableselinie in nahe Beziehung zu den L. Mascheronischen Konstruk 
tionen mit ausschließlicher Benutzung des Zirkels*) treten, worauf an passender Stelle 
ıäher eingegangen werden wird. Im übrigen sind die kanonischen Formen in ihrer 
einfachsten Gestalt gewählt worden, sowie meist von der ausdrücklichen Einführung von 
\laßstabfaktoren abgesehen und auch nicht alle Möglichkeiten bei der Transformation 
besprochen worden. 

I) Siehe F. Klein (2), S. 166. 

*) Siehe R. Mehmke (2), S. 1128. 

3) Vergl. W. Blaschke (1), S. 138 ıdaselbst weitere Literatur); ferner G. Darboux (le), 


'. 643, S. 133. 
1) Vergl. hierzu F. Klein (2), S. 36. — E. Pa‘cal-H.E. Timerding (1a), S. 46. Ferneı 


h. Vahlen (I). S. 56 
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I. Kanonische Form ') fi + a = fa: 
@) Abb. v. H. Poincar&: Es ergibt sich als 


Gl.d. A.K. ee ER WR | (I), 
2° + y“ a+y 
Gl. d. L.K. unXc= My Et 
deren Bez. erfolgt nach BEE re 0. ME, 
pP) Abb.v. E. Beltrami: 
n ı1® „(ll — y) 
Gl. d. A.F. fı we >. „ASPREE (1), 
I+y l+y 
Gl.d. L.K Eh 7 An, 7 er; ' | ° 
1 
deren Bez. erfolgt nach 1; fa = _. (III). 
_y 
Il. Kanonische Form fi a + fa =. 
a) Abb. v. H. Poincartet: 
Gl.d. A.K. BF He (I), 
ee + y® x’ + Y 
Gl.d. L.K. Pe DE ie 
=" + y" 
deren Bez. erfolgt nach heit... | ee 
pP) Abb. v. E. Beltrami: 
\ \ , j (1 u} 
Gl. d. A.F. VE L 2 u ee (I), 
I+y 1 +%y 
Gl.d. L.K. en een ee; 
l+y 
deren Bez. erfolgt nach fh = = 2 (III). 
119 - ww 


III. Kanonische Form + fh +fh = fi a fi: 

Auf diese Form werde ebenso wie in »I« aus den dort dargelegten Gründen nicht 
weiter eingegangen. 

IVo. Kanonische Form fi + fa + fa yı =. 

«) Abb. v.H.Poincare: Für diese kanonische Form finden sich in der Literatur 
bereits Beispiele vor, und zwar bei den schon erwähnten Tafeln von N. Gercevanoff!') 
Es möge einiges über das Verhältnis der hier behandelten Tafeln zu jenen gesagt werden 
Der Urheber bezeichnet sie als Nomogramme »mit äquidistanten Punkten« *). Neben 
einer Mittelskala, auf der die eine Zirkelspitze eingesetzt wird, befinden sich zwei weitere 
Leitern, durch deren eine die andere Zirkelspitze festgelegt wird. Der hierdurch be 
stimmte Kreis schneidet auf der dritten Leiter die gesuchte Lösung aus. Auch im vor 
liegenden Falle sind es drei Skalen. Der Unterschied gegenüber den Nomogramme 
von N. Gercevanoff ist folgender: Die kanonische Form’) für diese Nomogramme ent 
hält infolee der Parameterdarstellung der Leitern sechs Parameter. Schreibt man drei 
Bedingungen für die Parameter vor, so können in der Tat die kanonischen Formen 

hı+t+fa+ fs = 0 und fı + fr + fs ı = 0 
hergeleitet werden, wobei sich aber noch gewisse, durch das Wesen der (uadratischen 
Transformation bedingte Einschränkungen ergeben. Im vorliegenden Falle hingegen er 
geben sich die drei Skalen ganz naturgemäß, wie bei den anderen Transformationen, als 


Achsenabschnitte bzw. Ersatzkurven und J,ösende Kurven. 
Es ergibt sich als 


Gl.d. A.K. ht 2 20 user 
+ x” + y° 
Es werden folgende Abkürzungen benutzt (siehe »I«): Gl. = Gleichung. Abb = Abbildung 
A,d. Ablesegerade, A.F. = Ablesefaden, A.K. Ablesekreis, 1..K. — Lösende Kurve, E.K. = Ersatzkurve 
Bez. = Bezitlerung 
vergl. hierzu M. d’Ocaene (1), (2), R. Soreau (1b), P. Luckev (2), (3), (4). Es war mi 


leider nicht möglich, in die Originalschrift Einsicht nehmen zu können. 
) M. d’Oeagne (I), S. 390, Gl. (1 
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. 4 93 u, x 
tl. d. L. K. fs m — 2. z m / 
RE ie Ana a ME EN 
U 
ınd deren Bez. u n - \ 
f3 x’ + y“ 


s möge schließlich bemerkt werden, daß unabhängig von N. Gercevanoff auch 
\. Adler') und H. Fürle (1)?) diese Tafelform mit äquidistanten Punkten ins Auge 
refaßt haben. 


ß) Abb. v. E. Beltrami: 


n ‚914% ‚w(l—y) 
Gl. d. A.F. +f =| ar ce 
| £ fı 14 y fa I1+Y ’ 
N u x 
Gl.d. L.K. m | u ° 
f3 l+y 
l ug (1 — y) 
ınd deren Bez. = —_ 2 er . (I). 
f3 Ii+y 


IV. Kanonische Form fi es + (h + f)g + hs = 0 


a) Abb. v.H. Poincar: Es ergibt sich als 


Gl.d.E.K. n’x’—= m (x’ + y?) | D 
insbesondere für „n=-l, yo) 
deren Bez. erfolgt nach fi EU ,; , ; De re 
4 Mn 
G1.d. L.K a MR | 
. Es . re te 2 j 
“. Aka (I), (II). 
und deren Bez. ER IE. \ 
h 2’ + y 
$) Abb. v. E. Beltrami: 
Gl. d. E.K. Hu’ -y’) ! n) 
insbesondere für uew=l:0’+y’=1) 
1 + 2 | 
deren Bez. erfolgt nach fi = 5 .. =1,2) er :- 
u x \ . 
Gl.d. L.K. u 
1 + y ha 


(II), (III). 
1 Y f3 \ 
und deren Bez. — 
Ii+y hz 
Es artet also bei der Abb. «) der Kegelschnitt in eine Doppelgerade aus; bei der 
Abb. #) entsteht eine Ellipse bzw. ein Kreis, die aber mit den bereits bekannten Tafeln 


dieser Art nicht identische Tafeln ergeben. 


V. Kanonische Form "+? f3 
9ı + 93 
«) Abb. v. H. Poincar@: Es ergibt sich als 
Gl.d. A.K. a 
x” +4 y* 3 4 y® 
r* 2 
Gl.d.L.K. h=- —- I . en Se 
4 
ınd deren Bez. Ya er (III), 
4 
m. _ 2 
1l.d. E.K. h= -—— | 
dt, (TV). 
ınd deren Bez. p=--a" \ 
4, 


\uf der &-Achse ist us fs aufzutragen. 


) S.P. Luckey (3). )S.8, (Tafel 1). 
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Es möge bemerkt werden, daß dies die einzige Transformationsgleichung ist, di: 
überhaupt nomographisch brauchbar ist. (N=/f; muß auf die x-Achse kommen!) A] 
allgemeines Beispiel werde die kanonische Form I (gı + 9 = 9;) in der Gestalt 

3° s. a2? 
gm | 
93 7.93 
gewählt, da sich hierfür eine weitere Lösungsmöglichkeit für diese Form ergibt und sic! 
an dieses Beispiel weitergehende Folgerungen knüpfen lassen. 

P) Abb. v. E Beltrami: Auch hier ergibt die einzige Transformation folgend: 

Gleichungen: 


. > 1 y\ 
(+l. d. Li K g1 — u, / 
1 + 1: / 
i / (ID, (II0), 
1 tto X 
und deren Bez u I \ 
fi i+y 
\ . r 92 l—yı 
Gl.d. E.K " —_— m | 
fo Il + yY (V) 
1 7 4 . j 
uud deren Bez. a nr \ 
fa 1 + y 
. u, fa 
Auf der y-Achse ist aufzutragen. 
j u, fa 


6. Elementare Herleitung der beiden Tafelformen mit kreisförmiger Ab- 
leselinie für die kanonische Form I: f, ++ /fs=0. Wie aus der Literatur 
insbesondere der zur Einführung in die Nomographie dienenden — ersichtlich ist, lassen 
sich manche elementare Sätze zur Konstruktion von Fluchtlinientafeln herarziehen '); und 
zwar sind dies dann meist Tafeln mit gerader Ableselinie Es sollen nun nachträglich 
die für die obige Form aus allgemeinen Gesichtspunkten gewonnenen Tafelformen ele 
mentar hergeleitet werden 

Il. Es möge zunächst die in »Il« gewonnene Tafel mit kreisförmiger Ableselinie 
neu hergeleitet werden. Trägt man auf den Achsen X, Y (s. Abb. 4a) in gleichem Maß- 
stab die (rößen a und 5b, auf der unter 7/4 geneigten Geraden die Größe u c auf (4: sofort 
zu bestimmender Maßstabwert), so entsteht durch Projektion des Linpienzuges A(U C auf 
AB die Gleichung 


dt b 
ne 2(Ü + ?)-(a+H 12 
2 Ya 
Wählt man #«— | >, so entsteht die mit der kanonischen Form identische Gleichung: a+b=1. 
Il. Wird (s. Abb. 4b) auf einer unter dem Winkel % gegen die Horizontale geneigten 
Geraden die b- und eLeiter in gleichem Maßstab, auf der Wagerechten die a-Leiter im 
Maßstab «(y) aufgetragen, so ergibt sich z. B. folgende Beziehung: 


rcoso—b+taul(g)cosgy, rc0o8 0 —c —aulg)co:g, 
daher 2au(ly)cosy+b=e. 
Wählt man u(y)cos y 2, so ergibt sich a+b=c, im Einklange mit den früheren 
Trägt man b und c in gleicher Richtung von 0 aus auf, so geht die Gleichung in 
a=b+c 


über. Es werde erwähnt, daß sich bei H. Fürle (1)?) für den Sonderialllga—=1gb-+Ig: 
mit anderer Herleitung die in Abb. 4c gegebene und ohne weiteres verständliche Tafel 
vorfindet. Der Radius der beiden gleichen Kreise ist beliebig. 


') Vergl. z. B. P. Luckey (4), Fr. Sehillinge 1). — Die Zusammenfassung derartiger elementaı 

geometrisch-nomographischer Betrachtungen könnte als »Niedere Nomographile« bezeichnet werden 

Vergl. auch meine demnächst in den >»Unterrichtsblättern für Mathematik und Naturwissenschaften« 
erscheinende kurze Arbeit. 

-) 8. 17 (Tafel 3, Abb. 7). Hier spricht H. Fürle den Gedanken der Umsetzung von Netztafelı 
in Fluchtlinientafeln [folgendermaßen aus: »Auf solche Rechentafeln (mit drei Skalen und zusammenge 
hörigen Skalenpunkten auf einer Geraden) wird man durch die Betrachtung geführt, daß man einem 
Rechenblatte mit drei Scharen gerader Linien einen beliebigen Kegelsehnitt zuordnen und alle Geradeı 


dann als Polaren in bezur auf diesen Kegelschnitt ansehen kann. ‚Jeder Polare entspricht dann ein be 
stimmter Pol; zeichnet man nun zu sämtlichen Polaren die Pole, so entstehen drei Ska!en, und drei dure! 
einen Punkt gehenden Polaren entsprechen dann drei in gerader Linie liegende Pole«. Allerdings geh 


er auf die nähere Ausarbeitung «dieses Gedankens nicht ausführlicher ein. 
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III. Es möge noch in Kürze untersucht werden, ob sich die letztere Konstruktion 
uch auf die Kugel übertragen läßt. Durch zweimalige Anschreibung des Cosinussatzes 
rhält man (s. Abb. 4d): 

cosr=cosaucosb + sinausinbcosy, CO8 r — 008 a 1 608 c — sina sine cosYy, 
b—-c 


laher cosytgau=—tg - 


Die Konstruktion ist nur möglich, wenn cos y=1,y= 0 ist, d.h. der 3. Hauptkreis für a 
mit jenem für 5b und c zusammenfällt. Dann ist 


ö 
AU == 
2 
Setzt man u = — !/,, so erhält man c=a-b (s. Abb. 4e). 
Es ist nun von Interesse, daß diese Konstruktion für alle Flächen konstanten 


Krümmungsmaßes ebenfalls gilt, wenn man statt des Hauptkreises die geodätische l.inie 














a) er b) Po} d 
y | f 7 
| 7B / | 
| f 
| Y c/ 
| * / 
| c / 
F ni 
Pi f Ay 
A a | 
ar 0/ = 
1. b PR { 
Aa E #/ 
1A aq (’ Y 
| 3 A 
a=bc [nach MH furle) 
u } 4 v ı dsl 7 - 1 % 
ee /] 
arm —— } (RA zn] 
Abb. 4a,b, ce. Abb. 4d, e. 


wählt. Gemäß G. Darboux (1lc)') gelten nämlich für ein geodätisches Dreieck (d. i. ein 
Dreieck, dessen Seiten aus geodätischen Linien gebildet sind) auf einer Fläche von der 
konstanten Totalkrümmung 1/AR? die fundamentalen Beziehungen der sphärischen Trigono- 
metrie: 


c a b 
CO8 — —= (08 -c08 + sin — sin _ cos C usw., 
R R R R R 


worin a, b, ce die geodätischen Längen der Seiten und C den Winkel zwischen a, b be- 
‚eichnet. 

Führt man die Rechnung wie vorhin aus, so ergibt sich der Satz: Auf den Flächen 
xonstanter Totalkrüämmung ist auf jeder geodätischen Linie die Beziehung c=a-+b dar- 
stellbar. Es ist also die Konstruktion eines »metrischen«< Nomogramms’) mit Faden als 
!eformierbarer Ableselinie möglich. Da insbesondere bei einer Rotationsfläche der Meri- 
ian geodätische Linie ist’), so gilt dies auch für die Pseudosphäre bzw. Traktrix als 
Veridian. Das im vorstehenden gefundene Ergebnis steht mit dem hier bewiesenen in 
ölligem Einklang. Da also die geodätischen Längen der Bogen benutzt werden, könnten 
‚echenschieber bzw. Rechenscheiben auch nach dieser Art konstruiert werden; 
ieselben hätten aber den Nachteil, nicht für kontinuierliche Multiplikation brauchbar 
u sein. 


1) 8. 181 (Nr. 666). 
?) Vergl. zu diesem Begriff: B.M. Konorski (1). 
3) S,M. v. Laue (1), S. 70. 
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7. Mechanische Zeigerinstrumente für die ersten beiden kanonischen 
Formen. In seinem oft genannten Werke weist H. Schwerdt (1) (in S 27) auf die 
Wichtigkeit der Umsetzung von Tafeln in Zeigerinstrumente hin. Er faßt dabei haupt- 
sächlich Doppelstrahlentafeln und ihre Verallgemeinerung ins Auge. Im folgenden möge 
auf ein vermutlich nicht neues derartiges Instrument deswegen hingewiesen werden, weil 
es auch eine Verallgemeinerung auf der Kugel besitzt. 


Die Eigenschaft der Ellipse, konstante Leitstrahlensumme (fı + fa = fs = Konst.) zu 
besitzen!), kann zur Tafelkonstruktion für die erste kanonische Form herangezogen werden. 
Es stellt dann eine Tafel mit konfokalen Ellipsen und Hyperbeln (fs <0), die nach fi 
beziffert sind, das Grundblatt für dieses Instrument dar, während auf den durch die 
Brennpunkte drehbaren Zeigern die /ı- und /,-Skalen aufzutragen sind. Wie W.Jacobsthal 
in H. Weber-J. Wellstein (1) zeigt, besitzen die — durch Zentralprojektion auf 
die Einheitskugel entstehenden — sphärischen Ellipsen und Hyperbeln dieselbe Eigen- 
schaft; es läßt sich also ein entsprechendes Kugelinstrument mit gekrümmten Zeigern 
konstruieren. — Das so entstehende Instrument stellt eine Vereinigung zweier »Polar- 
nomogramme« dar’) und könnte daher als »Dipolarnomogramm« bezeichnet werden, um 
so mehr, als es ja die Darstellung der Ellipsen und Hyperbeln in Dipolarkoordinaten ist. 


Ein entsprechendes, nur für die Ebene brauchbares Instrument ergäbe sich für die 
"orm /ı fa = fs mit Hilfe der Cassinischen Kurven, insbesondere lLemniskaten. Bei ihnen 
ist bekanntlich das Produkt der Dipolarkoordinaten konstant. Jedoch werde darauf nicht 
näher eingegangen. 


8. Eine Anwendung der neueren elementaren Kreisgeomeitrie auf die 
Tafeln für die ersten beiden kanonischen Formen. Es sei ein orientierter Kreis 
(Zykel)’) vom Halbmesser r, sowie in der Entfernung p vom Mittelpunkte eine orientierte 
Gerade (ein Halbstrahl) gegeben‘). Dann können für die Winkel «, 5, die der Halbstrahl 
mit den von einem seiner Punkte (7) an den Zykel gehenden Tangenten einschließt, 
folgende Beziehungen hergeleitet werden (s. Abb. 5). 


a) i B . . B= 
f e dc BP — 180°), — 5 
x 2 x 2 
B+a 
ni sin r 
\/ Division ergibt: Eu —- .„ . Nach leichten 
3 1 a 
” nu; . h / t FM . _n sin r 
u Umformungen folgt: 
/} a 3 r—p 
| Br t g — = ie er PE 
E M %/ [x \ Das Produkt auf der rechten Seite bleibt 
.\*+ / DIR \ also für alle Punkte eines Halbstrahls dasselbe 
SAH / u und heißt nach P. Epstein’°) die Potenz des 
[FxX | AA Halbstrahls bezüglich des Zykels. 
iD. BEE, | Setzt man 
R a u ß r—p 
“ ’ zen nen, en 


so hat man eine Tafel für die zweite kanonische 
Form; hierbei ist es zweckmäßig, r fest und p 
variieren zu lassen, wodurch eine Schar paralleler 
Geraden definiert ist. Es besteht daher die Tafel 
aus dem nach fı, f2 bezifierten Kreis und der 
Abb. 5. Parallelenschar fs. 


) fi und fa sind die dipolaren Koordinaten des Ellipsenpunktes. Verel. J. A. Serret- 
G,Schefifers (1). 

*, S, M. d’Oeaene (1), S. 115. 

')S. E.Pascal-H.E. Timerding (la), S. 45 fl. 

+) pwird positiv gerechnet, wenn der Halbstrahl eine positive Umkreisung des Mittelpunktes festlegt 

>) S, a. a. O0. S. 44; die bezürliche Arbeit von P. Epstein in der Z. f. mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht 37 (1906). S. 499 war mir leider nicht zugänglich. 
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b) Verbindet man den Punkt z mit dem Gegenpunkt G auf dem Kreis, so ergibt 
sich folgende weitere Beziehung zwischen den Winkeln «, $ und dem Winkel A dieses 
Strahls mit der p-Richtung. Es ist (s. Abb. 5) 


7 , ) “+ B 
"_—tg4, (y-An), tg 
»arr Y 2 
Nach leichten Umrechnungen ergibt sich: 
Hg + 21gA=0 U ae 4° 


- - 


Dies ist, wenn 2tgA=/; gesetzt wird, zur Darstellung der ersten kanonischen Form 
geeignet. Hier besteht die Tafel aus dem wie oben bezifierten Kreis und dem durch 
@ gehenden nach f3 bezifierten Strahlenbüschel. 

Das im vorstehenden Hergeleitete stellt sich als eine Verallgemeinerung des von 
H. Schwerdt (1)') bei der quadratischen Gleichung gewonnenen Ergebnisses dar. 

Bei der letzteren bestehen bekanntlich zwischen den Wurzeln und Koeffizienten die 
Beziehungen (a) und (b), so daß die Vereinigung der beiden Geradensysteme zur lösung 
der quadratischen Gleichung benutzt werden kann. H. Schwerdt nennt Kurven, an 
denen eine Gerade gleitet, Gleitkurven. Durch projektive Umformung der 1846 von 
L. Lalanne?) gegebenen Tafel mit parabolischer Gleitkurve erhält er diejenige mit kreis- 
fürmiger; er Kommt durch Umkehrung von der Tafel für die quadratische Gleichung zur 
vereinigten Summen- und Produkttafe. — Wie sich zeigt, kommt jeder der Tafeln mit 
Kreis und einem Geradensystem gesonderte Bedeutung zu und die Vereinigung in der 
Tafel für die quadratische Gleichung ist gewissermaßen nur zufällig. 

Es möge bei dieser Gelegenheit auf die Ausführungen von F. Klein (1)°) über 
die graphische Behandlung der Gleichungen mit zwei Parametern näher eingegangen 
werden. F. Klein beschränkt sieh von vornherein auf lineares Auftreten der beiden 
Parameter, und zwar behandelt er bloß die — zur kanonischen Form IV, gehörigen — 
yuadratischen und kubischen Gleichungen. Die geometrische Deutung kann nach ihm 
auf zwei wesentlich verschiedene Arten geschehen: Die erste deckt sich im 
wesentlichen mit dem bereits in »I« bei dieser Form gebrachten; die hier mit der Be- 
zeichnung »l,ösende Kurve«< belegte Kurve heißt bei F. Klein (Ördnungs-) Normkurve. 
(Er legt übrigens die beim logarithmischen System anzuwendende Normalform der Geraden 
seinen Ausführungen zugrunde, was aber unwesentlich ist.) — Die zweite Deutung führt 
durch Anwendung der Dualitätsbeziehung zu dem oben Behandelten; die von H. Schwerdt 
Gleitkurve genannte Kurve wird von F. Klein ebenfalls als Normkurve, und zwar deut- 
licher als Klassennormkurve bezeichnet. Unter dem Hinweise darauf, daß diese 
l,ösungsmethode in den Göttinger Vorlesungen von ©. Runge‘) behandelt würde, be- 
zeichnet F. Klein diese Methode als besonders zweckmäßig, wenn man einen anschaulichen 
Ueberblick über die Realität der Wurzeln gewinnen will. Wie leicht einzusehen, ist 
jedoch für die nomographische Lösung dieses Verfahren weniger brauchbar. Dies trifft 
bei den hier in Rede stehenden Tafeln aus folgendem Grunde noch mehr zu: Während 
nämlich bei der quadratischen Gleichung die Tangenten von dem durch zwei Werte be- 
stimmten Punkt außerhalb an den Kreis gezogen werden, ist dies hier nicht mehr der 
Fall. Es muß hier in einem gegebenen Kreispunkt die Tangente an den Kreis gezogen 
werden, was umständlich und ungenau ist, so daß der Anwendungsbereich dieser, im 
Folgenden »Kreistangententafeln« genannten Tafeln in dieser Form nicht groß ist. 
Die Ausbildung als mechanisches Instrument, bei dem Tangente und Radius einen durch 
den Mittelpunkt drehbaren rechtwinklig geknickten Winkelhebel bilden (s. u. Abb. 18, 19), 
deren zwei vorhanden sein müssen, wäre als gewisse Abhilfe zu betrachten. 

Die Auftragung der fı-, f»- und A- (=) Leitern erfolgt auf dem zum Halbstrahl 
parallelen Durchmesser (Peripheriewinkelsatz!). 

Da die Tafeln bloß aus dem Kreis (r) und der Geradenschar bestehen, ist es nahe- 
liegend, auf sie die Transformation durch reziproke Radien (Inversion) in bezug auf einen 
konzentrischen Kreis (0) anzuwenden. Bei dieser geht dann der Kreis (r) in einen kon- 
zentrischen (rı)[rı = e°/r| über, während die Geraden in Kreise durch den Mittelpunkt 

0 28, 8, 138. 

2) S. z.B. M. d’Ocagne (1), S. 46. 

®) S. 206. 

') S.C. Runge (1), 8. 51. 
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übergehen. Aus den Tangenten an (r) werden den Kreis (rı) von innen berührende 
Kreise durch seinen Mittelpunkt, also mit dem Halbmesser r,/2, durch deren Schnitt die 
gesuchte Lösung /s hindurchgeht. Es ist daher bloß die Einzeichnung des Kreises vom 


Halbmesser r,/2 erforderlich, der die — dem Kreise r entsprechende, zentrisch ähnlich 
elegene Beziiierung für die Leitern fı und /, trägt. Als Ablesegerät dient der Zirkel 


mit konstanter Oeffnung ') rı/2, der in fı und f» einzusetzen ist, wodurch im Schnitt- 
punkte dieser Kreise /s bestimmt ist. Die Tafeln dieser Form sind dann wieder gut und 
für alle Fälle brauchbar. 


II. Einige Anwendungen. 


9, Beziehungen zwischen drei Veränderlichen. a) Kanonische Formen. 


Kanonische Form fi+fa=f. Als Beispiel für die beiden Abbildungen diene 
die Additionstafel A+ B— (0. In Abb. 6a ist die Abb. von H. Poincare& dargestellt; für 
ty > 0 ist die Tafel für negative fs nicht brauchbar, da der Bezifferungskreis gemäß 
Ill) ımaginär wird. Es zeigen sich also die bereits erwähnten Einschränkungen. In 
Abb. 6b ist die Abb. von E. Beltrami wiedergegeben; es ist der Fall A—=3, B=0 
eingezeichnet. — In Abb. 6e ist schließlich die Gleichung 1/@ + 1/b = 1/c als Tafel mit 
Rechtwinkelkreuz als Ablesegerät wiedergegeben; es ist die Annahme @a—2,b=3 ein- 
gezeichnet. 


Kanonische Form fifa -+fs =0. Für alle drei Tafelgattungen ist die Multipli- 
kationstafel AB= ( gewählt. In Abb. 7a,b ist die Abb. von H.Poincar& für die 


beiden Transformationsmöglichkeiten wiedergegeben; daselbst st A=|1, B=1 ein- 
sezeichnet. Abb. sa gibt die Abb. von E. Beltrami wieder; daselbst ist A= 1, 
. n 1 1 ’ 
B 2. In Abb. Sb ist von der Form zamn ausgegangen worden; es ist das 
Beispiel 1 — ?, B— 0,5 gewählt worden. 
Kanonische Form hi +fr-+fsyı=0. 1. Quadratische Gleichung z’+az 
b 0. 


@) Abb. von H. Poincare: Hierfür findet sich in der Literatur?) eine Tafel mit 
der einschränkenden Voraussetzung b > 0. Gemäß dem oben Gesagten ist die Einschänkung 
hier nicht nötig (8. »Ablesekreis b« in Abb. 9a, b). Abb. 9a gibt die für = w-— | 
entstehende bekannte Tafel für die Gleichungen 

re I—=0, (Ablesekreis a, 21,2 — 1, —4), 

2? —524+4=0, (Ablesekreis b, 21,2 =1, 4). 
Abb. 9b für diese Gleichungen mit w = 2, #1 wieder. Beim Ablesekreis 5b gelangt 
die im vorstehenden für negative b angegebene Konstruktion zur Anwendung‘). 


P) Abb. von E. Beltrami: Die Abb. 10 zeigt das Beispiel + 'hz— !„ = 0 


' x 1 
(2,3 = '/a, —1). Beim Entwurfe wurd uü=Ww=1, := : gewählt. 
x 


y) Abb. 11 zeigt die Tafel mit Rechtwinkelkreuz für die Gleichung 2? +2 — 2—=0 
(A, =|1, 2) 

0) Abb. 12a zeigt die konstruktive Lösung von 2? — z— 2 = 0 mit Hilfe des Ablese- 
lotes, Abb. 12b mit Hilfe der Chordale als Ableselinie. Es ergibt sich 21,2 =2, —1. 
Man kommt zu diesen Konstruktionen wie folgt: Schreibt man die Gleichung eines 
Kreises X («,P,r) in der Form 

ser! + y?—2ar —-2ßy+C=0, c=«. +P?—r? 

und betrachtet zwei Kreise X («,ß,r) und K’ («,p', r'), von denen der eine der Ablese- 
geraden, der andere der l,ösenden Kurve zugeordnet wird, so ergibt sich die erste Kon 
struktion aus der Bedingung, daß sich die Kreise unter dem Winkel 9 schneiden sollen 


22a. +2Bf — (C+C)L2rrcod=0, 
wenn C=( =0, rrcos®=1 gewählt wird (Abb. 3a). 


1 





Nach Th. Vahlen (1) sind derartige Konstruktionen bereits lange vor denen von L. Mascheroni 
und J. Steiner ausgeführt worden, deren Vorläufer sie sind. 
*), S. z.B. M. d’Ocagne (1), S. 390, R. Soreau (1b), S. 172, vergl. auch P. Luckey (4), S. 52 


elementare Herleitung), auch bei R. Soreau (1b) eine solche. 


’) Gemäß den bekannten, bereits oben erwähnten Koeffizienteneigenschaften der quadratischen: 


Gleichung ergeben sich die im folgenden explizit hergeleiteten Tafeln für die beiden ersten kanonischen 
Formen auch aus der Tafel für diese Gleichung. 
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Diese zweite Konstruktion entsteht gemäß S=S', wenn a —ß=I0, (=—2 
C=0 gewählt wird (Abb. 3b). Vergl. hierzu insbesondere F. Klein (2), $ 9. Da 
diese konstruktiven Lösungen keine praktische Bedeutung haben, so wurde von der Aus- 
arbeitung weiterer Beispiele abgesehen. 
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Abb. 10. Abb. 11. 


2. Kubische Gleichung: z’+az+b=0. 


@) Abb. von H. Poincare: Hierfür gibt P. Luckey (3) die in Abb. 13 wieder 
gegebene Tafel; sie soll nach dem Vorstehenden hergeleitet werden. Die Gleichung kann 


geschrieben werden: 3r+ iz +la — 1) +5b=0. 
Mit EEE, . 1 _—r | ergibt sich 
2+l ar y?’ el Try? 
als Gl.d. A.K. — (a — ) ee . 45 5 
4/2” + y“ 2’ +y 
als Gl. d. L.K. u y 5 {Bene 7 7) | EEE; |; ' 


deren Bez. erfolgt nach BDEFE  : . 
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Die Tafel enthält die 
a-Leiter, die (uadrat- 
wurzelleiter von b und 
die 2 -Leiter; sie liefert 
immer diejenige Wurzel 
x der Gleichung, deren 
Vorzeichen demjenigen 
von b entgegengesetzt 
ist. Die Erklärung dieses 
von P. Luckey (3) 
bemerkten — Verhal- 
tens ist folgende: Das 
(Quadrat des Halbmes- 
sers des Ablesekreises 
ist: 
, 1 2 
R’ — - b+(” . '): 
3 
jei b<0O wäre dieser 
Ausdruck unmittelbar 
nicht zu verwenden; 
durch das untere Vor- 
zeichen ist dies aber 
der Fall. Zu dem durch 
das untere Vorzeichen 
positiv gewordenen, ur- 
sprünglich negativen 5b 
gehört aber gemäß (III) 
ein positives z und um- 
gekehrt. — In Abb. 13 
sind die Gleichungen 


62+40=0 (1 =-4) 
und 
2’-62-40=0 (ı=+4) 
behandelt. 


3. Vollständige 
kubische Gleichung 
z+pz2’+g2+1=0. 


gesetzt werden. 


b) 
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Abb. 3b. 


++ gtip?+Up'’=0. 
Dies durch ?’ +? dividiert, gibt 





Obwohl nicht ganz hierhergehörig, 
soll diese Gleichung in eine Tafel mit Parallelenindex um- 
Setzt man z= pt, so erhält man 
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Abb. 12a. 


d) 








q dt 1 
I+ , +. — =0. 
p’ t(tt+1) p’t(it+1) 
Setzt man eu _ — * ‚ so erhält man 
t(t+1) t(t+1) Y 
| l q 
als Gl. d. A.F. —_ y=- za c+ „2 (I), 
als Gl.d. L.K. e—y(l+x) (II), 
deren Bez. erfolgt nach =" — (III). 
p 
Es ist also stets der Ausdruck g/p? durch Nebenrechnung zu ifA02) — 
bilden. — Die diesem Beispiel zugrunde gelegte Lösungsform 


ist von B. M. Konorski (1)') und von ihm auf verschiedenem 
Wege hergeleitet worden. 





Da er die Gleichung in der Form 


2 +pz+qk@+p)+i— pq=%0 
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schreibt, ist überdies auch noch der Ausdruck (2 — pg) durch eine Nebenrechnung zu 
bilden. 
IV. Kanonische Form fi, + (fi + f) a + =0. 
«) Abb. v.H. Poinearc: Als Beispiel diene die Multiplikationstafel AB=(, die 
aus dieser Form mit 5 =1!, = 0 hervorgeht. Abb. 14 zeigt in a) die Wahl m = 2, 
in b) die Wahl u, — I. Wie leicht ersichtlich, stellt diese Tafel die nomographische Um- 
setzung des Kreissekantensatzes aus der elementaren Kreisgeometrie dar. (In Abb. 14 ist 


der Fall A= I, B=4 gewählt). — Zur Bestimmung des Kreismittelpunktes, der stets auf 
ar 5/ 
AB=G m ae / 
| / £ 
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Abb. 19. Abb. 16a und 16b. 
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der X-Achse liegt, können die schon erwähnten Konstruktionen von L. Mascheroni 
herangezogen werden. 

Im Fall a) ist, da der Winkel, unter dem die AB-Achse geneigt ist, 60° beträgt, 
nach Abb. 14c vorzugehen: Von b ist die Strecke oa gegen 0 hin abzutragen (Punkt ce): 
ier Kreis aus ce mit oc als Halbmesser gibt bereits auf der Wagerechten den Mittel- 
punkt M. — Im Fall b) vereinfacht sich die ursprüngliche L. Mascheronische Kon- 
struktion, da die Gerade ab gezeichnet vorliegt. Es ist (Abb. 14d) aus b der Kreis mit 
‚b—=r als Halbmesser nach ce zu schlagen, von dort mit 2r als Halbmesser ein Kreis 
zu schlagen, der mit dem aus a mit r beschriebenen Kreis zum Schnitt zu bringen ist 
Punkt d); der Kreis aus d mit ad als Halbmesser gibt bereits NM. (Der Beweis folgt 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke acd und aMd.) 


?) Abb. v.E. Beltrami: Auch hier werde die Multiplikationstafel AB= C darge- 
stellt. Es ergibt sich ein Kreisnomogramm, das aber, wie leicht nachzurechnen, von dem 
bereits bekannten nach R. Soreau verschieden ist. In Abb. 15 it A=2, B=5 gewählt. 


V. Kanonische Form "+? _ 3. 
9ı + 92 
«) Abb. v.H. Poincare: Es ist gemäß dem Vorstehenden die Multiplikationstafel 
AB C in der logarithmierten Form als Beispiel gewählt, und zwar ist in Abb. 16a u = 2, 
in Abb. 16b w, = 1 gewählt worden. Die Abbildung zeigt die Wahl A=5, B—2. Es 
werde noch erwähnt, daß diese Tafel auch ohne weiteres durch Umkehrung der Reihen- 


folge der Zirkeleinstellungen für die Division geeignet ist. Abb. 16a kann ferner in leicht 


ersichtlicher Weise durch Anbringung der völlig analog wie die beiden anderen ge- 
teilten dritten Hauptdiagonale des regelmäßigen Sechsecks — zur kontinuierlichen 


Multiplikation und Division geeignet gemacht werden. 


P) Abb. v.E. Beltrami: Hierfür werde das bereits in »II« behandelte Beispiel von 
H.Schwerdt (1) wiedergewählt. Es ist für C=-4A+B 


C cos A— cosDB 
tg = 
2 sin A—sinDB 
Ks ergibt sich ebenso wie bei H,Schwerdt eine gleichseitige Hyperbel. Vermöge 


TT 


C+— =4+ ; +B+ = ist dieselbe verziffert. In Abb. 17 it A= 45, B=%W:C = 155. 


Zwei Kreistangententafeln. In Abb. 18a ist die Tafel A+ B— (€ wiedergegeben. 

Sie findet sich in Abb. 71 des Buches von H. Schwerdt (1) als Teil der Tafel für die 
quadratische Gleichung. In Abb. 18a it A= 0,5, B=-15:0—=?2 (r=l=_(=[r). 

Abb. 19a gibt eine Tafel für die in der Physik vorkommende Gleichung!) tg aı tg 

sin @; ; wie leicht einzusehen, sind die komplementären Werte von «, und «@, bezüglich der 

(reraden «& = 90° symmetrisch. Bei der Konstruktion wurde r = | gewählt, die «;-Parallelen 


i in L: j x e z EV . 
liegen auf der tg? (” — , Leiter. In der Abb. ist der Fall & = 15, « = 30” einge- 


tragen. Die Tafel ergibt #; — 9°, während die Rechnung den Wert 8° 54’ liefert. o=r— 1.) 

In den Abb. 18b und 19b sind die diesen entsprechenden Tafeln wiedergegeben; 
daselbst sind auch die gleichen Beispiele eingezeichnet. Selbstverständlich könnte die 
genannte Abbildung des Schwerdtschen Buches für die quadratische Gleichung 2’+ ax 
+-b--0 in gleicher Art umgeformt werden; als Ablesegerät ergäbe sich hier der Kreis 
nit dem festen Radius r,/2, dessen Mittelpunkt durch den Schnittpunkt der a-, b-Kreise 
jeweils festgelegt ist. Auch bei den vorliegenden Tafeln könnte dieser Kreis in leicht er- 
sichtlicher Weise durch die gegebenen /i- und /-Werte festgelegt werden; sein Mittel- 
punkt gäbe dann den f3-Wert. 

b) Allgemeine Gleichungsformen. 


Als erstes Beispiel soll für alle drei Tafelformen die in »Il« wiederholt behan- 
delte Formel für die Böschungsmauern abermals gewählt werden. 


@) Abb. v. H. Poincear“: Hier werde von der Form 


K’+Kpsing cos y £ cos’y — N 


| u 
ausgegangen. Mit X = ergibt sich 


„ 


), $S.M. d’Ocagne (1), $. 213. 
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2 
S » ) 1 . 
\s Gl. d. A.K. — Co 8 ysiny —— —, Sa: — nf. (I), 
x? + y° 3 x” + y“ 
2 
ls Gl.d. L.K. y-=+tx | | (II), 
p 
ieren Bez. erfolgt nach c=K. (III). 





Die Abb. 20a zeigt den für diese Gleichung entworfenen eindimensionalen Rechenschieber. 
Das eingezeichnete Beispiel gibt den Fall = 30°, p— 0,5, K = 0,26 wieder. 


ß) Abb. v. E. Beltrami: 






























j ls Gl. d. A.F. — cos y sin Yy Im (I), 
l+y 3 1+y 
/ 24 
/ als Gl. d. L.K. ( ) +yp-l (I), 
= v 
> & deren Bez. erfolgt nach y=-ıxıK+1 (III). 
\ S. Abb. 20b). 
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behandeln lassen, ergeben sich die, für die Form 4) 2 bu ı BEER; Suse von ihm gewählte 


917 9 g3 r 94 
Beispiele auf ganz einfache Weise; sie sollen daher sämtlich wiedergegeben werden. 


l. Das erste Beispiel betriüt die Bazinsche Formel. Es ergibt sich nach leichte: 
Rechnung (s. »II«) 


als Gl. d. A.F. a ae ne a 

als Gl. d. L.K. Be 5 ae ee ee 

deren Bez. erfolgt nach y= (III). 
R 


(S. Abb. 24). Das System U, J wurde parallel zu sich seitlich verschoben, was ja erlaubt 
ist. Die Abb. zeigt den Fall y=1,3, k=4, J= 0,004, U= 6,6. 


2, Als zweites Beispiel diene die in »Il« ebenfalls bereits behandelte alte 
Eichungsformel der Union des Yachts francais: 


T 2 
130 = Lp p (s. »II«). 
\s 4 

Wird gesetzt: 9 — 1in, pi —ylie, so erhält man 

T 
als Gl. d. A.F. 130 | ware, 7 Era En Be 

DS 
als Gl. d. L.K. re a 
deren Bez. erfolgt nach BER ee 


(S. abaque 74, 8. 340). 


3. Das dritte Beispiel betrifft die Auflösung der Dreiecke, wenn drei Elemente 
bekannt sind, von denen eines ein Winkel ist. Hierfür gibt R. Soreau (1a) nebst der 
luchtlinientafel die Netztafel von J. Lallemand in abaque 57 wieder. Sind «,, &, & 
die Winkel, yı, 73, 73 die entgegengesetzten Seiten, so gilt für 7 >}; die Beziehung: 

u y 2 
TI -. : (++ —=n). 


ya + 9y3 tg [an — (ao + ay/2) 


Setzt man tg u 2? —=fı, tg &%—= T,, so schreibt sich die Gleichung in der Form 


ya»-y3__ ı -1/T 
Ya + y3  1/t +1/70° 
Durch Umformung ergibt sich ul 
Y3 tı — 1/hı — 2/T2 ' 
Mit thı + 1 =—ı., ı - l/u=y er Fuer Fe j (III), 
ergibt sich als Gl.d. A.F. ee ee 5 Mi 
y3 T3 
als Gl.d. L.K. werk, . ei + Mk 


deren Bez. nach einer der Gl. (III) erfolgt (abaque 73, S. 339). 


4. Auch das vierte und letzte Beispiel R. Soreaus, das die Formel 
3300 T L + 12 
W= (5 - ) 
D T + 60 
behandelt, kann, wenn man sie in der Form 
D 567,6+1)—L 


3300/W 1+60/T 


schreibt, leicht vertafelt werden. Es ergibt sich 


D 
.d. A.F. == Fi er 
als Gl. d. A ya 2.2. zes (I), 
als Gl.d. L.K. (| y=5(576+7T) 
und ihrer Bez. ! z—=1-+60/7 (11), (TI) 


(abauue 74, 8. 339). 
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c) Tafeln mit Doppelkotenpunkten. 


Hier werde das bereits in »II« gegebene H. Schwerdtsche Beispiel, die Gleichung 
er Ri) 
—. 


d 


Ü— 


ieder vertafelt. 
@) Abb. v. H. Poincare: Abb. 23a: a=2, P= ,y=2: 0-1 
Abb. 25b: Bp= ou Y= 1,5, Öb=1l:a0—=3. 
Die erste Tafel ist nur bei gegebenem « zu gebrauchen, die letztere dient zur 
‚erechnung von « bei gegebenen ß, 7, ©. 
P) Abb. v. E. Beltrami: Abb. 26 
‚eigt den Fall «= 3, P zu — 2, ‚= h, aly-0)= Bryrc 
'— 1. Auch diese Tafel kann nicht zur 
Berechnung von @ verwendet werden, da 
sie für « ein überzähliges System besitzt. 


a(y-d)-Bryrd 


r Ableses,, . i 
a) ‚2 ba 7, es 
Y 7 no 3£ n ( 
‚I-2E | 
J,/ 
0 ’ / ) 























— \ 
‚ d=2 
I) c-15 
d Y=-75 
I - ! . Ü 
#4 ir 7 
3 Sg7 
.c [9 d 
NY 2, ai 
& N C 05 
Org / 
be | 
3 2 7 : A: u u 
RA759Z25ab] -——/ 
Abb. 25a und 25h. Abb. 26. 


11. Einige Tafeln für Gleichungen von der Form /ı f.=/s + fı- In Band 4 
(1924) dieser Zeitschrift gibt P. Werkmeister (1) einige Tafeln für Gleichungen dieser 
Form. Die in vorliegender Arbeit gewonnenen Ergebnisse sollen nun zur Konstruktion 
einiger weiterer Tafeln herangezogen werden; es soll jedoch bloß, wie bei P. Werk- 
meister, der Sonderfäl AB—C+D (bei ihm: 2y=u-+v) vertafelt werden. Wie 
;ich zeigen wird, lassen sich einige der bereits von P. Werkmeister gewonnenen 
Tafeln als Sonderfälle unter den hier zugrunde gelegten einheitlichen Gesichtspunkt einordnen. 


1. Will man Tafeln mit Doppelfluchtung (mit Zapfenlinie) erzielen, so ist 

die Zerfällung der gegebenen Gleichung in zwei Teilsysteme vorzunehmen: 
AB=[, C+D=[. 

Es sollen bloß die Tafeln betrachtet werden, die man durch L.ogarithmierung beider 
leilsysteme erhält: | 

a) Das erste Teilsystem stellt die gewöhnliche Multiplikation dar, die entweder 
nittels Stechzirkel oder mittels einer auf der beim zweiten Teilsystem benötigten Geraden- 
bildtafel — am zweckmäßigsten auf der lotrechten Asymptote — angebrachten logarith- 
mischen Leiter bewerkstelligt wird. Das zweite Teilsystem wird gemäß »I« durch eine 
ogarithmische Doppelleiter und Verwendung der bereits erwähnten logarithmischen Ge- 
radenbildtafel dargestellt. Es ist zweckmäßig (s.u.), das zweite Teilsystem in der Form 
D=Ü-— C zu schreiben. Die Konstruktion der Tafel erübrigt sich, sie würde aus der 
‚loßen Mittelleiter der Abb. 27 bestehen. 

b) Will man auch das erste Teilsystem als Tafel darstellen, so ist die bekannte 
/ultiplikationstafel von M. d’Ocagne mit drei parallelen Leitern heranzuziehen. lür das 
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y) Tafeln mit Parallelenschar (Rechtwinkelkreuz) als Ablesegerä 
M.d’Ocagne (1)') und R. Soreau (la)?) geben die für diese Gleichung von M. Beghi 
entworfene Tafel mit Parallelenschar als Ablesegerät wieder, letzterer auch eine von ihı 
entworfene Tafel mit Rechtwinkelkreuz als Ablesevorrichtung. Beide Tafeln sollen 
bis auf die Maßstabfaktoren — hier neu hergeleitet werden. 

l. Wird in K’(1+tg’y)+p(Ktgy — '5)=0, K=v/u gesetzt, so erhält ma 
zunächst 

v (1 +tg’y)+pulwtgy u). 
Wird vorgeschrieben 
pertgy— '"kW)W=—(1-+tg?y), 
so erhält man als Gl. d. L.K. vu. 


Setzt man schließlich vv —=x, l/u=i#y, so erhält man 


\ ode \ 
als Gl. d. A.F EN Ki. iD. "y-+ a ; 44 
ptey 3tzg 
als Gl. d. L.K. Deuy. . . er ET EEE TG 
deren Bez. erfolgt nach z=KäK. . at: Ta: 


Es ergibt sich mit «= 0,5 die Böghinsche Tafel (Abb. 20c). Daselbst ist der Fall 
y= 45°, p= 0,75, K= 0,29 dargestellt. 


1 1 + tg? y re i u 1 
2. Aus vtgy ‚u= erhält man mit _ =y, =x 
.) p U U 
\ \ I+teiy 
als Gl. d. A.F. Y=X tg y | 0 re 
p 
als Gl. d. L.K. suget.. » win a. 
deren Bez. erfolgt nach y-äÄ. BRTEnR Ark 2.4 


Abb. 20d stellt eine mit abaque 51 des R. Soreauschen Werkes im wesentlichen iden 
tische Tafel dar. Daselbst ist y = 30°, p — 0,75, K = 0,3. 

Wie leicht einzusehen, stellen die in »II« als (regenstück des Index mit P’arallelen 
schar im logarithmischen System behandelten Beispiele auch im gewöhnlichen System 
Tafeln mit diesem Ablesegerät dar, was mir dort entgangen ist. 

Kanonische Form fi’ +affs -+bfs’= fa’. Obwohl diese Form bereits in »lIl« 
in einen Rechenschieber mit drehbarem Läufer vertafelt wurde, soll nochmals darauf 
zurückgekommen werden, da sie auch über die Abbildung von H. Poincar« in diese 
Form gebracht werden kann. R.Soreau (1a)°) behandelt bei den Netztafeln mit drei 
Veränderlichen, die zwei Scharen von Geraden und eine Schar Kreise enthalten, die 
»abaques cartösiens« und »a. non cartÖsiens«, jenachdem ob die Geradenscharen die Koor- 
dinatenlinien eines kartesischen Systems sind oder nicht. Zu den letzteren gehört das in 
»II« und soeben behandelte Beispiel der Böschungsmauern, für das er bei dieser Gelegen- 
heit die abaques 18 bis 20 gibt (s. »II«); es werde daher nicht weiter darauf eingegangen 

Bei den abaques cartÖösiens gibt er das folgende, der Ballistik entnommene Beispiel 

sowie in abaque 13 die Tafel von Ricour —, das auf folgender Gleichung beruht 


R®+2(2 —- )®—2(|2 —- ı)aH— MH: 
Wie leicht ersichtlich, ordnet sich dieses Beispiel der obigen Form unter. Wird gesetzt 
fi x, Vo» fs = y, so entsteht 





. = Aa ® 1:5 

BE BEE 1 5 DT are (a). 
b 

Es enthält also die Tafel die Scharen der Achsenparallelen, sowie die Kreisschar, die 

durch (a) festgelegt ist. 


Setzt man _ E u - | = . ‚ so entsteht der Rechenschieber; es lautet die 
x. + y? x’ 22 y‘ A 
Gl.d. A.F. W WER SMF EN 
ae X 
die Gl. d. L.K. en SW er 
deren Bez. erfolgt nach u | Bu ee  KEE). 


I) S. 367. — DS. 362 (abaques 80 und 81). 8 S. 84. 
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Es ergibt sich auch hier die verschiebbare Parabel (III), die nach (II) zu bezifiern 
t. Da hier der Ablesefaden nur von einem Parameter abhängig ist, kann er einge 
ichnet werden; es entfällt dann der Läufer und die Parabel ist auf durchsichtigem 
'apier aufzuzeichnen und in bekannter Weise zu verschieben. 


10. Beziehungen zwischen mehr als drei Veränderlichen. 
a) Doppelte Fluchtung mit Zapfenlinie. 

I. Kanonische Form fi +f=fs +fı. Abb. 21 zeigt die Tafel für A+B=(C+D; 
\aselbst ist A=3, B=1, C=2. Sie entsteht aus der Tafel für die kanonische Form | 
urch Koppelung. 

2. Kanonische Form fifa =fsfı- Sie entsteht aus der kanonischen Form II 
benfalls ohne weitere Schwierigkeiten. Die Zapfenlinie ist hier ein Kreis. Abb. 22 zeigt 
die Tafel AB=CDfür A=1,B=1, C=0,. 

3. Kanonische Form fifa =fs -+fı. Abb. 23 zeigt die Tafel für AB=(C+D. 
'lierbei ist die Konstruktion des Mittelpunktes M, sowie der AÄbleseschlüssel angedeutet. 
üs sind zwei Zapfenlinien vorhanden, von denen die eine die D-Leiter trägt. Der Wert 
auf Zapfenlinie I ist von 0 aus auf Zapfenlinie zwei hinüberzudrehen. Die Tafel ist bei ge- 
sebenem A,B und C oder D anzuwenden und ist die »Ablesung« mit alleiniger Be- 
nutzung des Stechzirkels möglich. Abb. 23 zeigt den FallA=4, B=1,C0=1, D-3. 

b) Doppelte Fluchtung im Winkel (mit Parallelenschar). 

Während sich die von R. Soreau (1a)!) behandelten Formen I) i + =fs +fa, 

hf = ff 3) fı =fr (fs + fi) anscheinend hier nieht unter dem neuen Gesichtspunkte 
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behandeln lassen, ergeben sich die, für die Form 4) h+R —_ RFR von ihm gewählten 


9ı 7 92 g3 r 94 
Beispiele auf ganz einfache Weise; sie sollen daher sämtlich wiedergegeben werden. 


I. Das erste Beispiel betriüt die Bazinsche Formel. Es ergibt sich nach leichter 
Rechnung (s. »II«) 


als Gl. d. A.F. y- u 2 Be nr 

als Gl. d. L.K. - 5 e 

deren Bez. erfolgt nach y= ü (III). 
R 


(S. Abb. 24). Das System U, J wurde parallel zu sich seitlich verschoben, was ja erlaubt 
ist. Die Abb. zeigt den Fall y=1,3, R=4, J= 0,004, U=6,6. 


2. Als zweites Beispiel diene die in »Ii« ebenfalls bereits behandelte alte 
Eichungsformel der Union des Yachts francais: 


T 2 
130 = Lp p (s. »II«). 

| S 4 
Wird gesetzt: p = le. pia=yie, so erhält man 
als Gl. d. A. F. 130 " Due. ii EG Ti 

Ss 

als Gl. d. L.K. RENT IE er 
deren Bez. erfolgt nach En |! Eee 5 | 


(S. abaque 74, 8. 340). 


3. Das dritte Beispiel betrifit die Auflösung der Dreiecke, wenn drei Elemente 
bekannt sind, von denen eines ein Winkel ist. Hierfür gibt R. Soreau (1a) nebst der 
luchtlinientafel die Netztafel von J. Lallemand in abaque 57 wieder. Sind «, &, & 
die Winkel, 7ı, 73, 73 die entgegengesetzten Seiten, so gilt für y73 >; die Beziehung: 


u tg aı/2 
AT m Aa. A (++ —=n). 
ya + y3 tg [r — (ao + ay/2] 
Setzt man tg &ı 2 —=fı, tg @ — T,, so schreibt sich die Gleichung in der Form 
= _ 4-35 
ya+y3 1ta+1/Ta 
Durch Umformung ergibt sich a u+lt 
3» tt —1/h—2]T2° 
Mit t, +1 b=—X%, t, Eg l/h =y . ° j i R . R (III), 
ergibt sich als Gl.d. A.F. ya —MPrr (I), 
Y3 T3 
als Gl.d. L.K. ne ae 


deren Bez. nach einer der Gl. (III) erfolgt (abaque 73, 8. 339). 


4. Auch das vierte und letzte Beispiel R. Soreaus, das die Formel 


3300 T L+13 
W- (5 — ) 
D T +60 
behandelt, kann, wenn man sie in der Form 
D __ 967,6 + L)— L 
3300/W 1 + 60/T 
schreibt, leicht vertafelt werden. Es ergibt sich 
D 
als Gl. d. A.F. = a or 
IT 3300/W vr (1), 


als Gl. d. L.K. ( y=5 (57,6 + 7) 
und ihrer Bez. ! z—=1-+60/7 
(abauue 74, 8. 339). 


(II), (III) 
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c) Tafeln mit Doppelkotenpunkten. 


Hier werde das bereits in »II« gegebene H. Schwerdtsche Beispiel, die Gleichung 
FECAER B+yH Ö 
Ö 
ieder vertafelt. 

@) Abb. v. H. Poincare: Abb. 23a: a«=2,P= ,7y=2:0=1 

Abb. 25b: B=3, Y=1,5, db=l:a=3. 

Die erste Tafel ist nur bei gegebenem « zu gebrauchen, die letztere dient zur 
‚erechnung von « bei gegebenen ß, 7, ©. 

ß) Abb. v. E. Beltrami: Abb. 26 


eigt den Fall e&=3, = —2, y=ı, +ly-d)=Bryre | 
'— I. Auch diese Tafel kann nicht zur — y ” y | 
Berechnung von « verwendet werden, da -\02s -o3 -los -7 | | 


sie für « ein überzähliges System besitzt. 


x(y-C) Bryrd 


5 C Ableses,., . 
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Abb. 25a und 25b. Abb. 26. 


11. Einige Tafeln für Gleichungen von der Form /,f.=/s-+fı. In Band 4 
(1924) dieser Zeitschrift gibt P. Werkmeister (1) einige Tafeln für Gleichungen dieser 
Form. Die in vorliegender Arbeit gewonnenen Ergebnisse sollen nun zur Konstruktion 
einiger weiterer Tafeln herangezogen werden; es soll jedoch bloß, wie bei P. Werk- 
meister, der Sonderfäll AB—-C+D (bei ihm: @y=u-+v) vertafelt werden. Wie 
;ich zeigen wird, lassen sich einige der bereits von P. Werkmeister gewonnenen 
"afeln als Sonderfälle unter den hier zugrunde gelegten einheitlichen Gesichtspunkt einordnen. 


1. Will man Tafeln mit Doppelfluchtung (mit Zapfenlinie) erzielen, so ist 

die Zerfällung der gegebenen Gleichung in zwei Teilsysteme vorzunehmen: 
AB=[, C+D={L. 

Es sollen bloß die Tafeln betrachtet werden, die man durch l,ogarithmierung beider 
"eilsysteme erhält: | 

a) Das erste Teilsystem stellt die gewöhnliche Multiplikation dar, die entweder 
nittels Stechzirkel oder mittels einer auf der beim zweiten Teilsystem benötigten Geraden- 
ildtafel — am zweckmäßigsten auf der lotrechten Asymptote — angebrachten logarith- 
mischen Leiter bewerkstelligt wird. Das zweite Teilsystem wird gemäß »I« durch eine 
ogarithmische Doppelleiter und Verwendung der bereits erwähnten logarithmischen Ge- 
adenbildtafel dargestellt. Es ist zweckmäßig (s. u.), das zweite Teilsystem in der Form 
»=C— (C zu schreiben. Die Konstruktion der Tafel erübrigt sich, sie würde aus der 
‚loßen Mittelleiter der Abb. 27 bestehen. 

b) Will man auch das erste Teilsystem als Tafel darstellen, so ist die bekannte 
Iultiplikationstafel von M. d’Ocagne mit drei parallelen Leitern heranzuziehen. lür das 
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zweite Teilsystem kommt wie 
Es ist darauf zu achten, daß 
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» oben die logarithmische Geradenbildtafel zur Anwendung 
die mittlere (Produkt-) Leiter den halben Modul der äußere: 


Leitern besitzt und der Maßstab der logarithmischen Geradenbildtafel mit jenem der mitt 


leren Leiter identisch sein 
oder + je nach de 


sprechen, verwendet worden. 





Abb. 27. 


Ableselinie (siehe Abb. 2») 
| >-facher Maßstabeinheit der 


Theorie aber hervorgeht, kaı 
parallelen liegen. Es kann 
orientiert werden Auch hieı 

In den Abb. 27 und 2 
es ergibt sich D —=[1. 


d) 





muß. Auch hier ist die Form D=-{ — C, der die Aeste 
r Annahme über die Koeffizienten der Ablesegeraden ent 
Wie leicht einzusehen, entspricht der Abb. 7 des Aufsatzes 
von P. Werkmeister 


der hier nicht betrach 
4B=04D .?z tete Ast ++; da näm 
a .” lich { auf dem Ast 


selbst liegt, ist die Ein- 
stellung der Geraden- 
bildtafel nicht so einfach 
wie jene der Abb. 27. - 
Die Tafel ist ebenso wie 
alle hier gebrachten 
Tafeln prinzipiell für alle 
Kombinationen der 
gebenen Größen brauch- 
bar, besonders aber für 
den Fall, daß A,B und 
eine der Größen € oder 
D gegeben sind. 


or 
ge 





Abb. 28. e) Bei den Tafeln 

mit kreisförmiger 

sollte eigentlich eine logarithmische Geradenbildtafel mit 
Achsenleitern benutzt werden; wie aus der allgemeinen 


ın dies umgangen werden, da die {-Werte auf der Achsen- 
also die Geradenbildtafel auf einer der Achsen A oder B 
' gilt bezüglich der Brauchbarkeit das unter b) Gesagte. 

8 ist die Ablesung für A=5, B=2, durchgeführt: 


>) 


=— ı 


Die Abbildung v. H. Poincar“ wurde im vorstehenden behandelt. 


2. Will man die Anwendung von doppelten Fluchten umgehen, so kann man, wie 

















leicht ersichtlich, die gegebene Gleichungsform als eine Verallgemeinerung der ersten 
N - = a y . f B 
W4 AB=(+D "Tr 
j IN | 007 07 7 2345 70 2030W50 700 
HERE h) | 700 
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\bb. 29 Abb, 30. 
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:anonischen Form behandeln. Eine unmittelbarere Lösung, die zu denselben Ergebnissen 
sie das soeben angedeutete Verfahren führt, ergibt die folgenden »verallgemeinerten 
Doppelstrahlentafeln«, die man auch als »Tafeln mit Doppelkotenpunkten« bezeichnen 
x:önnte. P. Werkmeister gibt in den Abb. 5 und 6 seines Aufsatzes »Tafeln mit ver 


lichteten Punkten«. 

Setzt man in der gegebenen Gleichung 
R— &/n, so erhält man zunächst Af=(7 
+-Dn. Schreibt man z. B. vor: Dy=1, 
so erhält man folgende Tafeln: 


a) Gewöhnliche Maßstäbe: Abb. 29, 
daselbst ist A=5, B=1, C —=4. 

b) Logarithmische Maßstäbe: Abb. 30, 
hier st A=2, B=3, C=4. Wie ersicht- 
lich, kann das gewöhnliche doppeltlogarith- 
mische Papier bereits ohne weiteres für 
"afeln dieser Art verwendet werden. 

c) Kreisförmige Ableselinie: Abb. 31, 
A=2, B= 0,5 C=— |. 

d) Rechenschieber: Abb. 32, A=2, 
B—=4 C—=5. Das kartesische Netz in 
Abb. 32 könnte durch eine nach B be- 
itterte Lotrechte ersetzt werden, die jeweils 
in D einzustellen und daher auf einer ver- 
schiebbaren durchsichtigen Zunge anzubrin- 
ven wäre (s. »Il«: Nietformel des Board of 
[rade). 

Die bisher behandelten Tafeln sind 
besonders dann gut brauchbar, falls (', D 
und eine der Größen A und B gegeben sind. 

e) Abb. v. H. Poincare: 


PR 2 ® . 
Mt = ——_ ı=- ergibt sich Ab- 


2? + y2 / x? + ys 
bild. 33; wie leicht ersicht- 
ich, erhält man die Tafel, AB=C+D 
die in Abb. 12 des Auf- 
satzes von P. Werk- 
meister dargestellt ist. 


+ 
— 


Auch dievonH.Schwerdt | | || | |, 


ı) für diese Form gege- 
benen Tafeln!) sind im 





D 








Abb. 31. 





D| 
wesentlichen mit Abb. 33 (| 
identisch. (Daselbst ist _\ | _| 
A=-5,B=—4C=3) _|||| 

f) Die Abb. v. E _\_| 1 | 
3eltrami gibt mit | | 





1 + y’ dans 1+y 
die Abbild. 34; hierin ist 
A=4, Be —l,C0=-—3. 


| 
} 

Des L 1 ee Y | 

E n = a 








un ne . 





anne 


Abb. 


32. 





Außer diesen Tafeln, die aus einer von ihnen durch Abbildung hervorgehen, sollen 


noch folgende gegeben werden. 


g) Eine Vereinigung von Uhenevier-Tafel?) und der im vorstehenden auch ele- 
ımentar hergeleiteten Tafel mit äquidistanten Punkten gibt Abb. 35; daselbst ist der Fall 


=-2, D=3, A=5 eingezeichnet. 


h) Will man eine Tafel mit Parallelenindex bzw. Rechtwinkelkreuz, so ist 


die Gl. zu schreiben 


1) 8, 246. 


4, S, H. Schwerdt (1), S. 108 (vergl, auch 


Ile 


A 
. —= (/+ D und setzt man D= 


’ 
u 


wobei man « —= 1 vorschreibt, 
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so erhält man 


als Gl.d. A.F. u u 7 Br 
als Gl. d. L.K. EN TE FEN FE 
deren Bez. erfolgt nach UN FREE TEE TEITEEDE 0° 


Man erhielte so die Abb. 9 des Aufsatzes von P. Werkmeister. 

i) Eine weitere Tafel mit Parallelenindex bzw. Rechtwinkelkreuz ergibt 
sich folgendermaßen: Setzt man z.B.B=x, Ü=y, so lautet die Gl. d. A.F.: y=4Ax—D. 
Es geht dann der Einstellfaden stets durch 
den Punkt I auf der x-Achse hindurch; das AR 
kartesische Netz ist dann bereits 1.K. bzw. 
3ez. (vergl. auch »I«). 

j) Schließlich soll noch eine Tafel ge- 
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Abb. 33. Abb. 34. 
AB= 040 geben werden, die aus der verallgemeinerten kano- 
Basic . nischen Form IV: fi hr a + (fı +f)g + u=0 
4 Fi cl Gen mit fs = 0 durch die Abb. v. E. Beltrami ent- 
| steht, wenn die Funktion A, mit dem Maßstab u, 
in Verbindung gebracht wird. Es ist ya =| 
N! 0% (Abb. 36). 
| 
| 
| AR rl 
\ B 1 T \ 7 05 ——/D i — 
I; | a ü AUER BR 
t N | N - 3 > / Nr 3 
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n E_ /# RR 5 & Q 10 ) z. 
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Abb. 35. Abb. 36. 
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Anmerkung: In seinem Aufsatz: »Nomogramme für die Oberfläche des (Quaderse, 
jie auf Grund der Gleichung ENT ROTE, t VOTE Pe . \ 


sewonnen werden, verweist P. Luckey (5) auf die Möglichkeit, die Tafeln, die von 
P. Werkmeister gewonnen wurden, für den ebengenannten Zweck heranziehen zu können. 
Er schreibt die Gl. (a) zu diesem Behufe in der Form 


a+fl2=(a+b)(a+ec) 
und wären dann a, a+b, a-+c, f als Veränderliche anzusehen, wobei die Summen im 
Kopfe zu bilden wären. 
Die Gleichung läßt sich aber auch unter den vorliegenden kanonischen Typus 
bringen, wenn man sie schreibt r—ab=c(a+b). 


Hier wären bei den Tafeln in gewöhnlichen Maßstäben die Größen «+ Db und ab 
durch Nebenrechnung zu bilden; in Tafeln mit logarithmischen Maßstäben sind alle diese 
Operationen mit Hilfe des + + Astes der log. Geradenbildtaiel bzw. mit dem Stechzirkel 
mechanisch durchführbar. Den Nachteil, daß a nicht als Unbekannte auftreten dari, teilt 
diese Form mit jener bereits von P. Luckey betrachteten; er ist aber nicht schwerwiegend. 


Verzeichnis der benutzten Schriften*). 
Außer den in »I« und »JI« angegebenen Schriften wurden berücksichtigt: 


L,. Bianehi: 1. Vorlesungen über Differentialgeometrie. Autor. deutsche Uebersetzung von M. Lukat 
1. Aufl.), B.G. T. 1899. 

W, Blaschke: 1. Vorlesungen über Differentialgeometrie und geometrische Grundlagen von Einsteins 
Relativitätstheorie. I. Band: Elementare Differentialgeometrie. 1. Aufl., J. Spr. 1921 (Grundlehren 
der mathem. Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band I«). 

R. Bonola-H. Liebmann: 1. Die Nichteuklidische Geometrie. 2. Aufl.. B.G.T. 1919 (» Wissenschaft 
und Hypothese, Band 4«). 

G. Darboux: 1. Lecons sur la theorie gänerale des surfaces et les applications geometriques du calecul 
infinitösimal. ce) (3. partie): Lignes geodesiques et eourbure geodesique, parametres differentiels, 
deformation des surfaces, G. V. 1594. 2. Principes de Geometrie analytique. G.V.1917. 

H. Fürle: 1. Rechenblätter. Jahresber, d. IX. Realschule Berlin 1902. 

F. Klein: 1. Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. 1.Bd. 2 Aufl. B.G.T. 1908. 

2 Vorlesungen über Höhere Geometrie, 3. Aufl., bearbeitet u. herausgegeben v. W., Blaschke. 
J. Spr. 1926 (»Grundlehren Bd. XXII«). 

B.M. Konorski: 1. Die Grundlagen der Nomographie. J.Spr. 1923. 

W. Kretschmer: 2. Zweidimensionaler Rechenschieber. Deutsches Reichspatent, Patentschrift 410,271, 
Kl. 42 m, Gr. 20 (K 90 101 IX/42 m). 

M.v. Laue: 1. Die Relativitätstheorie. 2. Band: Die allgemeine Relativitätstheorie und Einsteins Lehre 
von der Schwerkraft (Kap. I bis IV). Fr. V. 1921 (»Die Wissenschaft, Bd. 68«). 

P’. Luekey: 3. Nomographische Darstellungsmöglichkeiten. Diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), Heft 1. 

t. Einführung in die Nomographie. 2. Teil: Die Zeichnung ais Rechenmaschine B.G.T 
1920 (Math..-Phys. Bibliothek Bd 37). 
5 Nomogramme für die Oberfläche des Quaders. Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 262. 

E. Pascal-H. E. Timerding: 1. Repertorium der Höheren Mathematik. 2. Band: Geometrie. B.G.T. 
1a. Erste Hälfte: Grundlagen und Ebene Geometrie (Kap II, H. Liebmann: »Ebene Kreisgeometrie« 
und Kap. XXIV J. Mollerup: >»Die nichteukl. Geometrie«), 1910. 1b. Zweite Hälfte: Raumgeometrie 
(Kap. XLI und XLII. E. Salkowski: »Allgemeine Flächentheorie« und »Besondere Flächenklassen 
und Flächensysteme«), 1922, 

(.Seheffers: 1. Anwendungen der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 2, Band: Ein 
führung in die Theorie der Flächen (1. Aufl). Veit& Co., Leipzig 1902. 

P.Schreiber: 1. [Bespr. d. R. v. Mises, diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), H 4, S. 325] Grundzüge einer 
Flächennomographie, gegründet auf graphische Darstellungen in Funktionspapieren mit gleiehmäßiger 
und logarithmischer Teilung, H. 1 (1921). 2. Anleitungen zum praktischen Zahlenrechnen mit Hilfe 
der Potenzpapiere und der Produktentafel [Grundzüge H. 2 (1922)), Fr. V. 3. Ueber die Verwend- 
barkeit der l,ogarithmenpapiere bei der Integration der Diiferentialgleichung y"—f(x2,%). Diese 
Zeitschr. Bd. 2 (1922), H. 3, S. 201. 

Serret-Scheffers: 1. Lehrbuch der Differential- und Integralreehnung. 1. Band: Differentialrechnung, 
6. und 7. Aufl, B.G T. 1915. 

H.Schwerdt: 2. [Bespr. v. H. Schwerdt (1) d. L. Bieberbach, Jahrb. d. Deutsch. Mathematiker- 
Vereinigung 35 (1926), 2. Abt., S. 63 (H. 1 bis 4, B.G T. 1926]. 

’, Werkmeister: 1. Graphische Rechentafeln für die Form zy=u-+r. Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), 
Heft 3. 750 


Göding (Mähren), im November 1926. 


, 


*) Abkürzungen: B.G.T.= B. 6. Teubner, Leipzig - Berlin. — J. Spr. = Julius Springer, Berlin. 
G.V,= Gauthier -Villars, Paris. — Fr. V.= Friedr. Vieweg & Sohn A.-G., Braunschweig. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung. Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen. 


Handbuch der Experimentalphysik. Her- 
ausgegeben von W. Wien-München und F 
Harms- Würzburg. Bd.6: Prof. Dr. G. Bak 
ker, Den Haag, Kapillarität und Oberflächen- 
spannung Mit 114 Abb. XV 158 S. Preis 
brosch I? M seb. 41 M Bd. 7, 1. Teil: 
’. Niessli, o.Prof. an der Technischen Iloch- 
schule und Universität Zürich, Kristallographi 
sche und  strukturtheorelische Grundbegriffe 
\lıt 131 Abb. XI 317 Ss. Akademische Ver 
lagsges., Leipzig 1928 
Von dem »süddeulschen« Handbuch der Phv- 
sık, von dem die ersten Bände hier bereits 
ausführlich angezeigt wurden !). sind zwei neue 
erschienen, die ınm mannigfacher Weise das 
Interesse unserer Leser in Anspruch nehmen 
werden. Der IHlollander Bakker gibt eine 
ausführliche, auch die Theorie eingehend be- 
rucksichligende Darstellung der Kapıllarıtät und 
Oberflächenspannung. Man wird kaum eine den 
(evenstand belrelfende Frage finder, die nicht 
sorgfältig behandelt würde So findet man 
z. B. auch reiches Material über die Berechnung 
und Konstruktion der Gestalten roltalionssym 
melrischer Tropfen Das Buch schließt mil 
einer Wiedergabe der vom Verfasser ausgebau 
ten Theorie der Kapillarität, bei der die Ka 
pillarschicht als Uebergangsschicht zwischen 
Mlussigkeit und Dampf energetisch betrachtet 
wird 

In dem kürzlich erschienenen 7. Bande gibt 
P. Niggli eine Uebersicht über die Grund 
lagen der Kristallberechnung und die Bestim- 
mung der Kristallstrukturen. Die Behandlung 
ıst eine vorwiegend theorelische unter starker 
Verwendung algebraischer Methoden. Dabei 
setzt jedoch das Buch keinerlei Vorkenntnisse 
ın algebraischer Richtung voraus und ist für 
jeden. mit den ersten Elementen der Algebra 
Vertrauten leicht lesbar Mises. 913 


Dr. R. BECKER, Professor an der Techni- 
schen Hochschule zu Berlin, Dr. H. PLAUT 
und Dr. I. RUNGE. Anwendungen der 
mathematischen Statistik auf Pro 
bleme der Massenfabrikation \lıt 
24 Abb. im Text. Julius Springer, Berlin 1927 
VI-+ 117S 

Dis Verfasser haben es sich zur Aufgabe ge 
stellt, an einem ganz konkreten Beispiel die 
\nwendung statistischer Methoden ın der im 
dustriellen Technik zu erläutern. Es handelt 
sich dabeı um die Untersuchung der wesent- 
lichen Eigenschaften einer durch Massenfabri 
kation hergestellten Menge von Glühlampen 
Beim Leser werden keinerlei Vorkenntnisse aus 
der Statistik vorausgesetzt; auch die ersten 
(‚rundbegriffe, Mittelwert, Streuung, Vertei- 
lungskurve usf. werden ausführlich erklärt 
[heoretisch gehen die Betrachtungen kaum 


I), Bd. 7 (1927), S. 243. 


über eine Diskussion der Laplaceschen Lösung 


des Bernoullischen Problems hinaus Die wi 
nizen Worte. die elwa über Korrelalion gesagt 
werden. sind nicht sehr aufschlußreich Di: 


Trennung der ganzen Darstellung in eine 
praktischen« und einen »mathematischen« Teil 
erscheint nieht ganz begründet. Zu dem letz 
ten Abschnitt über »Poincares charakteristisch: 
"unktion« sei die Bemerkung gestattel, daß es 
sich hier um nichts anderes als die von La 
place eingeführte Adjungierte oder »erzeu 
vende Funktion« handelt. Im ganzen wird man 
dem flüssig und lesbar geschriebenen Buch 
weite Verbreitung wünschen dürfen, da es 
dem Ingenieur eine sehr zweckmäßige Einfüh 
rung in ein für ihn noch neues und voraus 
sichtlich sehr wichtiges Gebiet liefert 


\Mıises 315 


Professor Dr.-Ing. EUGEN MICHEL in 
Hannover Raumakustisches Merk 
blatt Verlag Gurt R. Vincentz Deutsch« 
Bauhütlo). Hannover 1927. 1258 

Das kleine Heftchen steht in Zusammenhang 
mit der viel Erfolg versprechenden Entwick 
lung eines neuen Zweiges der technischen 
Wissenschaften: der Raumakustik. Der Ver 
fasser hat einen in Amerika erschienenen Ver 
suchsbericht frei bearbeilet. Manche Angaben 
der amerikanischen Experimentatoren multen 
freilich recht naiv an. So. wenn die Schall 
dämpfungsfähigkeit verschiedener Körper dureh 
hoelfizienten ausgedrückt werden soll und bei 
spielsweise angegeben wird: einzelne Frau 
0,54, einzelner Mann 0.48, gepolsterter Stuhl 
mit L.ederbezug 0.30«. Immerhin ist die klein« 
Schrift aus den eingangs erwähnten allgemeinen 
(‚ründen der Beachtung wert. 

\lises 913 


Dr. RUDOLF ROTHE, o. Professor an der 
Technischen Hochschule Berlin. Höhere Ma 
thematik für Mathematiker, Physı 
ker und Ingenieure. Teil I: Differen 
tialreehnung und Grundformeln deı 
Intesralrechnung nebst Anwendun 
sen. Mit 155 Fig. im Text. Zweite Auflagı 
Teubners Technische Leitfäden. Bd. 21. Ver 
lag von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1927 
VII -t+- 1868. Preis 5M. 

Das Buch gibt in dem durch den Titel g« 
kennzeichnelen Umfang die in den Anfängeı 
vorlesungen über Differential- und Integral 
rechnung übliche Stoffauswahl. Der Verfasseı 
selbst bezeichnet es als einen »sehr knapp ge 
haltenen l.eitfaden dessen L.ektüre »eine eigen: 
kräftige und tapfere Mitarbeit des Lesers ver 
langt, die nicht von jedem ohne Schweib 
tropfen und stille Stoßseufzer geleistet werden 
wird«. Diese Knappheit der Darstellung br.ng! 
es mit sich, daß in den Hauptabschnitten di 
Definitionen der mathematischen Begriffe aı 
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je Spitze gestellt werden, der anschauliche 
‚halt erscheint dann in der Form des Bei- 
‚piels. Das ist für den Anfänger ein beschwer- 
icher Weg. Das Buch ist deshalb zum Selbst- 
‚ludium wohl weniger zu empfehlen, wird abeı 
nm Gebrauch neben der Vorlesung sicher gute 
Dienste leisten. Der Ingenieurstudent wird ein 
venig den Kontakt mit seinem Interessengebiel 
vermissen, das auch in den Uebungsbeispielen 
elwas zu kurz kommt 
Dresden. E. Trefftz. 886 
C. W. OSEEN, Professor an der Universität 
I'psala Neuere Methoden und Ergeb- 
nissein der Hydrodynamik. Mit 7 Text- 


fızuren. Mathematik und ihre Anwendungen in 
\lonographien und Lehrbüchern, herausgegeb 
von E. Hilb. Band 1. Akadem. Verlagsges 
leipzig 1927. XXIV-- 3378. Preis brosch 


»2M, geb. 24M 


Die wertvollen und bisher nur zu wenig be- 
kannten Arbeiten Oseens und seiner Schule 
zur theoretischen Hydromechanik sind hier zum 
ersten Mal in größerer Ausführlichkeit zusam- 
mengestellt, nachdem vorher ein kurzer Be- 
richt über d.e Hauplpunkte der Untersuchungen 
ım zweiten Bande der neuen Auflage von Rie- 
mann-Weber, Partielle Differentialgleichun- 
sen erschienen war. Jedermann. der an den 
ortschritten der hydromechanischen = For- 
schung interessiert Ist, wird dem Oseenschen 
Buche die vwrößte Aufmerksamkeit widmen 
MUSSEN 

Die physikalische Grundauffassung Oseens, 
die allerdings niemals explizite ausgesprochen 
wird. geht dahin, daß die klassischen Differen- 
tialgleichungen von Navier und Stokes die 
beobachltbaren Flüssigkeitsbewegungen richtig 
darstellen. Der Stützpunkt für diese Auffas- 
sung liegt wohl in folgendem. Da in den Glei- 
chungen die Glieder, die die Zähigkeilszahl als 
“aktor enthalten, die Glieder höchster Ordnung 
sind. ist es selbstverständlich, daß es außer 
den Lösungen, die beim Uebergang zur Zähig- 
keit Null in die Lösungen für ideale Flüssig- 
keiten übergehen, auch noch andere geben 
muß ‘man macht sich diese Erscheinung am 
besten klar an irgend einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung mit Parameter im höchsten 
(lied, z.B. Ay’ + y’ = x, deren allgemeine 1.0- 


rt 
2 
N x ) a . 
sung laulet y=a- \x--be *). Es liegt 
177 


nun nahe zu vermuten, daß die eine Gruppe 
von Lösungen, die sich stetig an die reibungs- 
[reien anschließen, den laminaren, die andere 
Gruppe den turbulenten Bewegungen entspricht. 
\ehnlich waren wohl auch die Voraussetzungen 
ım Beginn der Prandtlschen Grenzschicht- 
Iheorie vor etwa 20 Jahren. Inzwischen hat sich 
aber zweifellos herausgestellt. daß die aus 
den Navier-Stokesschen Gleichungen ab- 
leitlbaren Grenzschichten oder  Gleitschichten 
durchaus dem Typus der Laminarbewegung an- 
sehören und daß bei großen Geschwindigkeilts- 
werten die Uebereinstimmung mit der Beo 
bachtung verloren geht. Es ist meine Ueberzeu- 
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sung, daß es sich auch beı den allgemeineren 
Oseenschen Problemstellungen nicht anders 
verhalten wird: Der gelegentliche Hinweis dar 
auf, daß Lösungen der Navier-Stlokes-Glei 
chungen gefunden werden, die turbulente Bewe 
sungsformen darstellen. scheint mir nicht stich 
haltig. Ich glaube nicht, daß man aus dem 
klassischen Ansatz, namentlich, wenn man nur 
stationäre Lösungen sucht, etwas anderes her- 
ausbekommen kann als Laminarströmungen ; 
die Grundströmung turbulenter Bewegungsfor 
men läßt sich viel eher als eine Lösung der 
Kulerschen, denn als eine solche der Na 
vier-Stokesschen Gleichungen auffassen 
Aber wie dem auch sei, liegt selbstverständ 
lich der Wert der Oseenschen Untersuchun 
sen darin, daß die Tragweite der N. St.-Gleı 
chungen durchforscht wird in einem Ausmaße 
wie es bisher auch nicht annähernd geschehen 
ist. Ein wichtiges Resultat der Oseenschen 
Untersuchungen, die Erweiterung der Stokes 
schen Formel für den Widerstand einer langsam 
bewegten Kugel ist ja seit langem bekann! 
Dadurch, daß Oseen die nicht-linearen Glieder 
der Differentialgleichungen nicht in dem ur 
sprünglichen Koordinatensystem. sondern in 
einem veränderten streicht, erhält er eine bes- 
sere Annäherung, die zu einer Ergänzung des 
Stokesschen Ausdrucks für den Widerstand 


durch ein der len Potenz der Geschwindig- 


führt Kıfahrungs 
Beobachtungen fur 
(eltungesbereich der 
Stokesschen Formel hinausreichendes Gebiet 


keit proportionales Glied 
vemäß wird dadurch den 
ein gewisses. über den 


Rechnung getragen. Das Buch bringt auch 
analoge KErgebnisse für die Bewegung eines 


l:llipsoids bei beliebiger Lage gegen die Be- 
wesungsrichlung, für die Bewegung einer Kugel 
in einer Röhre, für die Bewegung von Zwei 
Kugeln in unbegrenzter Flüssiskeit und ahn 
liche Fälle. 

Das malhematische Prinzip der Oseenschen 
Untersuchungen besteht darin, für die linearı 
sierten Gleichungen eine Theorie zu entwickeln, 
die der Potentialtheorie im Falle der Gleichung 


Ar—=0 analog ist Ks wird eine »Grund 
lösung« hergestellt und duch VUebereinander 


lagerung solcher Grundlösunsen versucht. be 
liebige Integrale darzustellen. Die Formeln wer 
den dabei allerdings recht verwickelt, und es 
ist nicht immer leicht, den Rechnungen zu 
folgen 

Der dritte umfassende Teil des Buches be 
schäftigt sich mit der Aufgabe, den Grenzüber 
sang zu verschwindender Zähigkeit ın den 
linearisierten Gleichungen zu vollziehen Die 
Irgebnisse, die dabei erzielt werden. scheinen 
in vielen Punkten mil den Beobachtungen ın 
Uebereinstimmung zu stehen. Es ergibt sich, 
daß hinter dem bewegten Körper ein Wirbel 
gebiet besteht, während sich an jeder andern 
Stelle die Flüssigkeilsströmung einer Poten 
tialströmung nähert. Danach müßte man 
vermuten. daß die Vernachlässigungen, die 
in dem Oseenschen Ansatz 
Gesamtverlauf der Lösung im 


stecken. den 
sroßen Gan- 
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zen nicht beeinflussen \ndererseils Ist abeı 
klar, daß die Verhältnisse in der »Gleitschicht 
d.h. sowohl in der unmittelbaren Umgebung 
des eingetauchten Körpers, wie auch an der 
(‚renze zwischen Polential- und Wirbelraum 
durch die linearisierten Gleichungen unmöglich 
richtig wiedergegeben werden können. Es liegt 
hier zweifellos noch eine ungelöste Schwierig 
keit vor: man kann einerseils die genaue Glei 
chung ohne vollständige Randbedingungen be 
herrschen Iheorie der Gleitschicht), auf der 
andern Seite das Randwertproblem nur bei 
den gewaltsam vereinfachten Oseenschen Glei 
chungen in Angriff nehmen ls scheint. daß 
eine Veberwindung dieser Schwierigkeiten heute 
noch kaum in den Bereich des Möglichen fällt 
Das Buch von Oseen. dem ein Beitrag von 
/eılon angefügt ist, gehört zweifellos zu dem 
\Wichtigsten und Wertvollsten. was in den letz 
ten Jahrzehnten auf dem Gebiete der Hydro- 
mechanik erschienen ist. Der Verlag und der 
Ilerausgeber der Sammlung, die mil diesem 
Bande eine größere Schriftenreihe eröffnen. 
haben mit dem Oseenschen Werk jedenfalls 
einen vortreflflichen Anfang gemacht. Es mag 
hinzugefügt werden. daß Druck und Ausstal 
lung des Buches, die jedenfalls für die ganze 
Reihe maßgebend sein sollen. alles Lob ver 
dienen \lıses 015 


Prof. Dr -Ing. KARL LAUDIEN, Oberstudien- 


ddiırektor der Staatlichen Höheren Maschinen 


bau Schiffsingenteur und Seemaschinisten 
schule in Stettin l,eitlfaden der Mecha- 
nık fur Maschinenbauer \lıt zahl 


reichen Beispielen für den Selbst 
unterricht I:rstes Heft Statik und 
Dvnamık /;weile, vermehrte und  verhes 
serte Auflage. Mit 246 Textabb \Vl 1798 
Preis >90 M. Zweites Heft: Hvdraulık. Mit 
2 Textabb. 468. Preis 2.50M. Julius Springer 
Berlin 1927 u. 1928 

In den beiden kleinen Bändehen wird der 
herkömmliche Stoff ın der üblichen Weise be 
handelt. Soweit eine Durchsicht erkennen läßt 
sınd die mechanischen Veberlesungen einwand 
frei. In der Iydraulik vermißt man an Ver 
suchsergebnissen ziemlich alles. was in den 
letzten Jahrzehnten neu hinzusekommen is! 


\lises 416 


Jahrbuch der Wissenschaftlichen Gesell- 
schaft für Luftfahrt E.V. (W GL) 1927. Ver- 
lag R. Oldenbourg, Munchen und Berlin. Preis 
20) M 


Wie ın den früheren Jahren enthält das 
Jahrbuch neben den geschäftlichen Mitteilungen 
die ausfuhrlichen Berichte über die auf der 
Hauptversammlung gehaltenen Vorträge \ls 
von besonderem 


wissenschaftllichen Interesse 


mögen, abgesehen von dem Prandtlschen 
ivdrodvnamischen Film, die experimentellen 
l.uftwirbeluntersuchungen von Tanakadate. 
die Rechnungen über den Eintritt des Trudelns 
von v. Baranoff und die Untersuchungen 
uber den Auftrieb und die Druckverteilung in 


Flüseleittern von Schılhansl venannt wer- 
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den. Im Anhang ist eine ausführliche Dis 
kussion zwischen Ahlborn und den Vertr: 
tern der Prandtlschen Grenzschichttheori« 
wiesdergeveben. Mises. 91‘ 


ARTHUR HAAS, Dr. phil, Prof. für Physik 
der Universität Wien. Materiewellen und 
V)uantanmechanik. Eine elementare Kin 
lührung »uf Grund der Theorien DeBroglies 
Schrödingers undReisenbergs. Akadem 
Verlagsges., Leipzig 1928. VII I60S. Prei 
6.50 M, vseb. 7 DOM 

Dies bekannte Darstellungsgsabe, die der Ver 
fasser öfter an ähnlichen Aufgaben bewähr! 
hat. befähist ihn dazu. in dem vorliegenden 
kleinen Büchlein eine durchaus brauchbar: 
Uebersicht über die neuesten Fragen der theo 
rolischen Physik zu liefern. Es ist nicht zu 
verlangen, daß beı einem Stoffe, der manch 
mal auch den nächststehenden Fachleuten nicht 
voanz verständlich ist, eine für einen weileren 
Kreis bestimmte Darstellung völlig befriedigend 
sei. Allein zwischen einer ganz oberflächlichen 
Wiedergabe der Resultate und einer für den 
\lathemaliker bestimmten Ableitung halten di« 
\usführungen von Haas die glückliche Mitte 


Mises. 919 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Prof. Dr. F. AUERBACH, Prof.Dr.W.HORT, 
Handbuch d. physikalischen u. techni- 
schen Mechanik. Band II, Lieferung 1. 187 
Abb. im Text. VIII-+ 4048. Preis 37,50M. 

Band I, Lieferung 2. 303 Abb. im Text, 
VIlI + 694 S. Preis brosch. 37,50 M. Joh. 
Ambr, Barth, Leipzig 1928. 


Dr. HUGO DINGLER, Professor an der Uni 
versität München. Das Experiment. Sein 
Wesen und seine Geschichte. Verlag Ernst 
Reinharth, München 1928. 263 8. Preis 8,50 M. 


M. ERICH WINKEL, Naturwissenschaft 
und Astrologie. Dom-VerlagM. Seitz & Co., 
Augsburg. 125S. Preis 3,80 M, geb. 4,90 M. 


Dr. K. GIEBEL, Direktor der Deutschen Uhr 
macherschule, Glashütte (Sa). Das Pendel. 
Verlag Zentralverband der Deutschen Uhr- 
macher E. V. in Halle (Saale) 1928. IV + 190. 


Dr. KARL DOEHLEMANN, weil. o. ö. Prof. 
an der Technischen Hochschule in München. 
Grundzüge der Perspektive nebst An 
wendungen. Dritte, durchgesehene Auflage. 
Mit 91 Fig. und 11 Abb. Aus Natur und Geistes- 
welt. Band 510. B.G. Teubner, Leipzig und 
Berlin 1928, 1088. Preis geb. 2M. 


E. WICKE, Studienrat am Helmholtz-Real- 
gymnasium in Berlin-Schöneberg. Konforme 
Abbildungen. Mit 38 Figuren im Text. 
Mathematisch-Physikalische Bibliothek Nr. 73. 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1927. 598. 


Prof. E. SCHULTZ, Mathematische und 
technische Tabellen für Berufsschulen, 
Handwerker- und Werkschulen. Tabel- 
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ae V, Ausgabe V und IV vereinigt. Neu bear- 
‚eitett von Dipl.-Ing. Prof. Dr. S. Jakobi, 
Dipl.-Ing. ©. Kehrmann, Studienräte der staat- 
ichen Maschinenbauschulen in Elberfeld und 
Köln a. Rh. Zehnte Auflage, 229. bis 238. Tau 
end der Schultzschen Tabellen, G. D.Baedeker- 
Verlag, Essen 1928, Preis 2,60 M. 


MEYER und BRAUN, Geometrie. Arbeits- 
‚uch für die Mittelklassen der Oberlyzeen und 
Studienanstalten, die Lyzeen und höheren Mäd 
henschulen. Herausgegeben von J. Inkmann, 
‘‘, Müller, Dr. W. Schwarz, J. Witte. Aschen- 
Iorffsche Verlagsbuchh., Münster i. Westf. 1928, 
204 8. Preis geb. 3,50 M. 


Dr.-Ing. ERNST SCHLEIERMACHER, Was 
serabfluß durch Stollen. Untersuchungen 
aus dem Flußbaulaboratorium der Technischen 
Hochschule zu Karlsruhe NR. Oldenbourg, 
München und Berlin 1928. 558. Preis geh. 
5,50 M. 


Veröffentlichungen des Forschungs-Insti- 
tutes der Rhön-Rossiten-Gesellschaft e. V. 
Herausgegeben vom Direktor Dr. WALTER 
GEORGII, Professor für Flugmeteorologie an 
der Technischen Hochschule Darmstadt. Jahr 
buch 1926/27, Nr. 1. XIII + 318. Preis geh. 
4 M. Verlag Oldenbourg, München und Ber 
lin 1928. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik, 


lauptversammlung in Hamburg 


Im Rahmen der 90. Versammlung Deutscher 
\aturforscher und Aerzte findet die diesjährige 
Ilauptversammilung der Gesellschaft vom 19. bis 
I. September statt. 


llierfür sind folsende Vorträge vorgesehen 


\lıttvoch, den 19 September, nachm.: 
Hydrodynamik 

(., Kempf- Hamburg: Reibungsmessungen bei 
hohen Revnoldsschen Zahlen. 

A, Busemann-Göltlingen: Zeichnerische Er 
mittlung von ebenen Strömungen mit Ueber 
schallgeschwindigkeit. 
Nikuradse-Götlingen: Turbulente Strö 
mungen in keilförmigen Kanälen. 
Iopf-Aachen: Ueber die Geschwindigkeilts 
verlteilung an einer Platte und an einem Rohr 

Ih. Troller-Aachen: Zur Wirbeltheorie der 
l.uftschrauben 


Kısner-Berlin: Physikalisches zur Ver 
einigung der Grenzschichtliheorie mil der 
asymplolischen Widerstandstheorie 

\l. Lagally-Dresden: Strömung im Außen 
raum zweier Kreise. 

Donnerstag, den 20. September, vorm 

Statistik und Versicherung. 


\.Dobbernack-Berlin: Die Finwirkungen 
von Krieg und Inflation auf die mathematı 
schen Grundlagen der deutschen Sozialver- 
sıcherung, 

Die versicherungsmathemalischen Grundlagen 
der deutschen Arbeitslosenversicherung. 
Burrau- Kopenhagen: Prämienrückgewähr 
bei Unfallversicherungen. 

\. Basch-Wien: Fehlertensoren und Tehler 
ubertragung. 

I. Baur-Berlin: Probleme der Mehrfachkor 
relation, 


ı Böhm -München: Finige Bemerkungen über 
die Theorie des Preises und über die damit 





zusammenhängenden Fragen des Grenzumutzens 
in der theorelischen Nationalökonomie 


nachm Mechanik wa 

II. Wasner- Danzig: Veber die Zugdiagonalen- 
felder ın dünnen Blechen 

II.Pollaczek-Geiringer-Berlin: Zur Praxis 
der Lösung linearer Gleichungen in de 
Statik. 

\W. Müller-Ilannover: Zur hydrodynamischen 
Deulung der elliptischen Funktionen. 

I. Malkın-Berlin: Zur Slabilitätsfrage rotie 
render elastischer Stäbe 

\M. Herzberger-Jena: Geometrische Optik 
und differentielle Liniengeomelrie 

St. Bergmann - Berlin: Ueber "die Berech 
nung des magnelischen Heldes in einem 
Transformator. 


reitag, den 21. September, nachm 

semeinsam mit der Gesellschaft für Technische 

Physik: 

.. Schwerin-Berlin: Ueber Schüttelschw in 
sungen gekoppelter Systeme 

(i ieutlinger - Darmstadt: Mechanische 
Schwingungsmesser hoher Empfindlichkeit. 

ll. Backhaus-Berlin: Ueber Strahlungs- und 
Richtwirkungseigenschaften von Schall- 
strahlen. 

J. Trendelenburg-Berlin: Ueber Ilerztöne 
und Ilerzgeräusche. 

Ü. W. Seripture- Wien Die physikalische 
Natur der Vokale nach den neuesten Unter- 
suchungen. 


W. Gauer-Göttingen: Ueber Vierpole und 
Sıebkelten 
K. Pohlhausen-Berlin: lraven aus deı 


Physik der Hochspannungsventilröhren. 


reitag, den 21. September, vorm. 10 Uhr 
findet die Geschäftssitzung der Gesellschaft 
statt. Hieran anschließend um 11 Uhr eine 
Besichtigung der Hamburger Schiffbau-Ver 
suchsanstalt, die unter Leitung des Direktors 
Dr.-Ing. G. Kempf steht 
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Ortsgruppe Berlin 
\m 29. Juni sprach Hr. Dr. F. Eisner- 
Berlin über »Berechnung des Widerstandes eines 
durch eine Flüssigkeit bewegten Kreiszylinders 
\m 13. Juli folgte ein Vortrag von Hrn. Dr 
St. Bergmann-Berlin über »Wärmeströmung 
ın einem Kreiszylinder 


Ortsgruppe Göttingen 
\m 15. Juni sprach Hr. Dr. St. Bergmann- 
Berlin über »Die Berechnung des mavonetischen 
eldes ın einem Transformator mittels konfor 
ıner Abbildung 


Prager Mitglieder. 
\ım 22. Maı sprach Hr. Prof. Fritsche über 
Ihıeorie der Melan-Bauweise 


2. Internationale Tagung für Brücken- 
und Hochbau in Wien. Die österreichischen 
Bauingenieure bereilen gegenwärtig die zweite 
internationale Tagung für Brücken- und Hoch- 
bau vor, die als Fortsetzung des 1926 in Zü 
rich abvehaltenen Kongresses in Wien am 
24. September eröffnet werden wird. Dem 
I.hrenausschuß des Kongresses gehören die 
Vorsitzenden der American Society of Civil 
lnzineers, des Deutschen Eisenbau-Verbandes. 
des Deutschen Beltonvereines, der Institution o! 
Structural Engineers London. der Societe des 
Ingenieurs Givils de France, des Sindacato Na- 
zionale Hascista Ingesneri und des Schwelze 
rischen Schulrates Zürich an. Die Leitung des 
Kongresses liegt in Händen der Professoren 
Friedrich Hartmann und Rudolf Saliger 
von der Wiener Technischen Hochschule Für 
Berichlerslallung uber die grundlegenden Fra- 
ven des Eisen- und KEisenbelonbaus sind die 
hervorragendslten Hlachleute aller Nationen ge 
wonnen worden \us der Reihe der angekün 
digten Besprechungsgegenslände nenne. wir nur 
dıe folgenden 

Die Stoßw.rkung bewegler Lasten auf Brücken : 
lieferenten: Fuller-Ames, Jowa: Godard- 
Paris; Penna-Madrid; Saliger-Wien. Die 
Bemessung zentriseh und exzentrisch sedrück- 
ler Stäbe au! Knickung; Referenten: Pigeaud- 
Paris; Ros- Zürich Die Seitensteifiskeit olfe 
ner Belonbrucken; HReferenten: IHawranek 
Brunn; Ostenfeld-Kopenhagen. 

Wer an dem Kongreß teilzunehmen wünscht 
wird durch die Geschäftsstelle Wien IV. Tech- 
nische Hochschule, alles Nähere erfahren 


Mathematiker-Kongreß in Bologna. Seit 
dem Erscheinen des letzten Heftes ist über die 
\loglıchkeit einer Beleilivung der Deutschen an 
dem Mathemaliker-Kongreß in Bologna lebhaft 


(Redaktionsschluß 


diskutiert worden Die in einem deutsche: 
Rundschreiben verbreitete Behauptung, der Prü 
sident des Kongresses, der zugleich der Voı 
sitzende der Union Math@emalique International: 
ist, habe in einem offiziellen Schreiben Anfan; 
Juni die Trennung des Kongresses von deı 
Union erklärt, entspricht nicht den Tatsachen 
Vielmehr steht zweifellos fest, daß die Be 
mühungen des ilalienischen Organisalions-Aus 
schusses ständig dahin gingen, der Zurückhal 
lung, die ein Teil der deulschen Gelehrlen dem 
Kongreß gegenüber bewahrlte, durch Zuge 
stländnisse zu begegnen, dabei aber die Ver 
bindung mit der Union, der ursprüng 
lich zur Boykottierung der deutschen Wissen 
schaft geschaffenen Organisation, durchaus 
aufrechtzuerhalten. Dagegen scheinen 
die Zugeständnisse, die den Deutschen tatsäch 
lich gemacht wurden, der Leitung der Union 
in Paris schon zu weitgehend gewesen zu sein 
es heißt, daß der Vorstand der Union Ende 
Juli von sich aus beschlossen habe, den Kon 
voreß von Bologna nicht mehr als Unionskon 
voreß zu betrachten und eine Erklärung in die 
sem Sinne zu veröffentlichen. Sollte die Er 
klärung wirklich erfolgen, so würde damil 
noch in letzter Stunde der Kongreß von 
Bologna auf die Stufe derjenigen wissenschafl 
lichen Veranstallungen gehoben werden, die 
wirklich international und frei von politischen 
Bindungen sind und an denen teilzunehmen 
jedermann empfohlen werden kann 


Persönliches. Am 15. Juli verschied nach 
langem Leiden Hr. Oberregierungs- und Baurat 
Professor Dr.-Ing. ehr. Hans Detlef Krey 
der Leiter der Versuchsanstalt für Wasserbau 
und Schiffbau in Berlin. 


Ir. Prof. Dr. Th. v Kärmän, Leiter des 
Aerodynamischen Instituts an der Technischen 
Hochschule zu Aachen, ist von der königlich 
italienischen Akademie der Wissenschaften in 
Turin zum auswärtigen Mitglied der Akademie 
ernannt worden. 


Hr. Privatdozent Dr. B. Scehillinz ın Dres 
den wurde an der dortigen Technischen Hoch 
schule zum a.o. Professor ernannt. 


IIr. Regierungsbaumeister Dr. F. Eisneı 
von der Versuchsanstalt für Wasserbau und 
Schiffbau in Berlin ist als Privatdozent de:ı 
Mechanik (Strömungslehre für Bauingenieure) 
an der Technischen Hochschule Charlottenburg 
zugelassen worden. 


Hr. Dr. H. Schmehl vom Preußischen Go 
dätischen Institut in Potsdam wurde als Prı 
vatdozent der Geodäsie an der Technischen 
Hochschule Charlottenburg zugelassen 314 


3. August 1928.) 
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